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Strutture algebriche principali

1.1 Operazioni binarie e loro proprieta

Definizione 1: Operazione binaria

Dato un insieme S, definiamo operazione binaria una funzione che manda ogni
coppia di elementi appartenenti ad .S in .S stesso.

m:SxS—S:(x,y)— m(xy)

Tale proprieta viene anche detta proprieta di chiusura.

Osservazione 1

Per leggibilita, d’ora in poi indicheremo I’applicazione di un’operazione binaria generica
m(x,y) come zy.

Tuttavia, tale notazione non corrisponde all’operazione prodotto (a meno che non sia
specificato), bensi corrisponde ad un semplice "segnaposto" per una qualsiasi opera-
zione binaria.

Esempio:

e Sull’insieme R, 'operazione additiva e 'operazione moltiplicativa, ossia:
+:RxR=>R:(z,y)—ax+y

CRXxR—=R:(z,y)— -y

sono entrambe operazioni binarie.
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1.1. Operazioni binarie e loro proprieta

e Sull'insieme X = {f | f:S — 5 : 2z — y} (dove S & un insieme qualsiasi) la
composizione tra funzioni, ossia:

o: XxX—=>X:(9,f)—gof

é un’operazione binaria.

e Sull’insieme N, 'operazione sottrazione, ossia:
—:NxN-=>N:(z,y)—z—y

non ¢ un’operazione binaria

Definizione 2: Proprieta associativita

Data un’operazione binaria m : S x S — S, tale operazione gode di proprieta
associativa se l'ordine di applicazione di tale operazione binaria non influenza il
risultato:
Ve,y,z € S x(yz) = (xy)z = xyz
Esempi:

e L’operazione additiva + : R Xx R — R gode della proprieta associativa:

V,y,2€R (z4+y)+z=z+y+2)=x+y+=2

e [’operazione moltiplicativa - : R x R — R gode della proprieta associativa:

Ve,y,z€R (x-y)-z=2-(y-2)=z-y-2

Definizione 3: Esistenza dell’elemento neutro

Data un’operazione binaria m : S x S — S, tale operazione gode dell’esistenza
dell’elemento neutro se

dlee S|V eSS ze=er=x

dove e viene detto elemento neutro.

Dimostrazione unicita:

e Supponiamo che

Jdej,ep € S| ex =ze; =x Negr = xeg = x,Vr € S

e Di conseguenza, si ha che

€1 = €169 = €961 = €9 <— €] = €3y
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1.1. Operazioni binarie e loro proprieta

Esempi:

e Nell’operazione additiva + : R x R — R, I'’elemento neutro ¢ 0 poiché

VeeR 2+0=04+x==x

e Nell’operazione moltiplicativa - : R x R — R, I'’elemento neutro ¢ 1 poiché

VeeR z-1=1-z=2x

Definizione 4: Esistenza dell’elemento inverso

Data un’operazione binaria m : S x S — S, tale operazione gode dell’esistenza
dell’elemento inverso se

VeeS AxteS|azt=atv=c¢

Attenzione: con la scrittura x~! indichiamo ’elemento inverso di z rispetto all’opera-
zione binaria definita, non il "classico" inverso del prodotto (ossia 1)

Dimostrazione unicita:
e Supponiamo che

1

ooyt eS|arit =l r =envayt =ay e =e, Vo €S

e Di conseguenza, si ha che

-1, _ _ -1 -1, _ ,.—1 -1 _ -1

Esempi:

e [’operazione additiva + : RxR — R gode dell’esistenza dell’elemento inverso poiché

VeeR l—zeR|z+(—2)=(—z)+2=0

e [’operazione moltiplicativa - : R x R — R gode dell’esistenza dell’elemento inverso
poiché
1 1 1
VeeR J-eR|jz-—=—--2=1
x r

Osservazione 2

Se un’operazione binaria gode dell’esistenza dell’elemento inverso, allora essa gode
necessariamente anche dell’esistenza dell’elemento neutro
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1.2. Gruppi, Anelli e Campi

Definizione 5: Proprietd commutativa

Data un’operazione binaria m : S x § — 9, tale operazione gode di proprieta com-
mutativa se 'ordine degli elementi su cui viene applicata tale operazione non influenza
il risultato:

Ve,y e S xy=uyx

Esempi:

e [’operazione additiva + : R x R — R gode della proprieta commutativa:

VieR z+y=y+=zx

e [’operazione moltiplicativa + : R x R — R gode della proprieta commutativa:

VieR x-y=y-x

1.2  Gruppi, Anelli e Campi

Definizione 6: Strutture algebriche semplici

Data la coppia (S, m) dove S & un insieme e m l'operazione binaria applicata su di
esso, definiamo tale struttura algebrica come:

e Un semigruppo se in esso vale I’assioma d’associativita
e Un monoide se in esso valgono gli assiomi di associativita ed elemento neutro

e Un gruppo se in esso valgono gli assiomi di associativita, elemento neutro ed
elemento inverso

e Un gruppo abeliano (o commutativo) se in esso valgono gli assiomi di associa-
tivita, elemento neutro, elemento inverso e commutativita

Esempi:

(N —{0},+) ¢ un semigruppo

,+) ¢ un monoide commutativo

(N
(R,-) ¢ un gruppo abeliano
(

Z,-) & un monoide commutativo
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1.2. Gruppi, Anelli e Campi

e Dato linsieme X, definiamo XX come l'insieme di tutte le funzioni da X ad X,
ossia XX :={f|f: X — X}.

La struttura algebrica (X%, 0) ¢ un monoide, poiché gode di:

— Associativita:

f,g,he X¥ = ho(gof)=(hog)of=hogof

— Elemento neutro:
Jlid e XX |Vf e X¥, foid=idof = f
dove id ¢ la funzione identita, ossia tale che Vz € X valga id(z) = =.
Definizione 7: Anello
Definiamo una struttura algebrica (A, +,-) come anello se:
e (A, +) ¢ un gruppo abeliano
e (A, ) ¢ un monoide

e Gode della proprieta distributiva, definita come:
Va,b,ce A a(b+c¢) =ab+ ac
Va,b,ce A (b+c)a=ba+ ca

In particolare, definiamo un anello come anello commutativo se in (A, -) vale anche
l'assioma di commutativita (dunque se (A4, -) ¢ un monoide commutativo)

Proposizione 1

Sia A un anello. Dato I’elemento neutro della somma 0 € A, si ha che:
Vae A a-0=0
Dimostrazione:
e Dato un elemento a € A si ha che:
a=a-1=a-(0+1)=a-0+a-1=a-0+a <

<— a=a-0+a < a+(—a)=a-04+a+(-a) < 0=a-0
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1.2. Gruppi, Anelli e Campi

Proposizione 2

Sia A un anello. Dati due elementi x,y € A, si ha che:
Vac A (vy) =y ot
Dimostrazione:
e Dati due elementi x,y € A si ha che:

1

(zy) May) =1 <= (2y) oy =1 <= (zy) ayy ' =y =

— (o) o=y = (wy) ez =y 27! = (ay) =y 2!

Corollario 1

Sia A un anello commutativo. Dati due elementi z,y € A, si ha che:

Vac A (zy) =y lot=aly!

Definizione 8: Campo

Definiamo una struttura algebrica (K, +,-) come campo se:
e (K,+,-) ¢ un anello commutativo

eVze K—{0} M teK-—{0}|zat=alz=0¢

Esempi:
e (Z,+,-) ¢ un anello commutativo
e (Q,+,) & un campo

e (R,+,-) ¢ un campo
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1.3. Sottogruppi ed Ideali

1.3 Sottogruppi ed Ideali

Definizione 9: Sottogruppo

Dato un gruppo (G, -), definiamo (H, -) come sottogruppo di GG, indicato come H < G,
se:

e HC G

e ¢ € H, dove e ¢ I'’elemento neutro di G
e v yc H — xye H

ercH — z'eH

Attenzione: ricordiamo che con - intendiamo una qualsiasi operazione binaria

Esempi:
° (2,+)<(Q+)<®R,+)<(C+)
o (Z—{0},-) £ (@Q—{0},-) < (R—A{0},")

Definizione 10: Ideale

Dato un anello (A,+, ), definiamo (I,+,-) come ideale di A, indicato come I < A,
se:

e /JCA

(I, 4) < (4,+)

o AI CI,dove Al :={ax |z € l,ac A}
e JAC I, dove IA:={yb|yel,be A}

Attenzione: generalmente, si ha che Al # 1A

Osservazione 3

Sia A un anello e sia I < A. Se A ¢ commutativo, allora I ¢ commutativo

Definizione 11: Ideale generato da elementi

Sia A un anello commutativo e siano as, ..., a, € A. Definiamo I(ay,...,a,)<A come
ideale generato da a4, ...,a,, dove

I(ay,...,a,) :={aiby + ...+ ayb, | by,...,b, € A}
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1.3. Sottogruppi ed Ideali

Dimostrazione:
e Verifichiamo che I’elemento neutro della somma sia in I(aq,...,a,):
0O=a;-0+...4+a,-0€I(ay,...,a,)
e Verifichiamo che I(ay,...,a,) sia chiuso rispetto alla somma:

oy €1(ay,...,a2) <= x=aby+ ...+ apby,y =a1c1 + ...+ ayc, =
— rty=a(bh+c1))+...+a,(b,+¢,) = z+yellay,..., a,)
e Verifichiamo che I(ay,...,a,) sia chiuso rispetto agli inversi della somma:

x€l(ay,...,as) < z=aby+...+a,+b, <

— —x=—a1hy— ... —ayb, =a1(=by) —... —a,(=b,) = —x € l(ay,...,a,)
e Verifichiamo che I(ay,...,a,) sia chiuso rispetto al prodotto:
rel(ay,...,a) <= x=abj+...+ayb, = c€ A|cx=clarby+ ...+ ayby,)

— cx = c(a1by + ...+ apb,) = a1(bic) + ... + ay(bye) = cx € I(ay,...,a,)
]

Definizione 12: Ideale principale

Sia A un anello commutativo. Definiamo I(a) < A come ideale principale di A
generato da a, dove I(a) ricordiamo essere definito come:

I(a) ={ax |z € A}

Proposizione 3: Somma tra ideali

Dato un anello commutativo A e due suoi ideali I, J< A, si ha che I+ J<A, dove:

I+J:={i+jliel,jeJ}

Dimostrazione:
o [+ J < A poiché:
-0e€l,0eJ = 0=04+0el+J

—zry€l+J <= v4+y=((1+j)+ (la+jo) = (i1 +i2) + (J1 + j2) =
r+yel+J

—r=itjel+] &= —r=—(i+y) = (=) +(=j),—iel,—je] =
—xel+J
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1.3. Sottogruppi ed Ideali

eacAxel+J = ax €+ J, poiché:

acAlai€laje] = ai+aj=ali+j)el+J

Proposizione 4: Intersezione tra ideali

Dato un anello commutativo A e due suoi ideali I, J< A, si ha che INJ<A, dove:

INJ:={h|helNnhel}

Dimostrazione:
e I NJ < A poiché:
- 0elIN0e = 0elInJ
—r,yeln = x,yelhr,yeJ = xz+yeclhe+yeJ — x+yelnd
—rx€lhNre] = —xe€lN—2xe] = —xelnJ

eacAxelnJ = ax € INJ, poiché:

acAxelnN = avre€lNare]J = arelnJ

Proposizione 5: Prodotto tra ideali

Dato un anello commutativo A e due suoi ideali I, J< A, si ha che [-J<A, dove:

I-J:={iyj1+isjo+ ... +ingn | i €1,jn € J}

Dimostrazione:
e [-J < A, poiché:
—0elIn0e = 0=0+0€1l-J

—x =01 +fo+ ... +tingn €1-Jy =071 +igs+ ...+ g el J =
r+y=iyh+ig+ .. Fingn gL el J

—xel J = —ZE:ZE:(—Zl)]1+(—22)j2++(—Zn)]n|—2kej7]h€
J = —axel-J

eacAxel-J = axel-J, poiché:

acAzel - J = ax=(air)j1 + (aiz)jo+ ...+ (ain)jn = av €l -J
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Numeri Complessi

2.1 Il campo dei numeri complessi

Definizione 13: Numeri complessi

Definiamo 'insieme dei numeri complessi come:

C:={a+1ib|a,beR}

dove il simbolo i ¢ 'unita immaginaria, per cui si ha che i2 = —1.
)

Inoltre, si ha che R C C.

Definizione 14: Parte reale e Parte immaginaria

Dato z := a + b € C, definiamo:
e Re(z) come parte reale di z, dove Re(z) =a
e /m(z) come parte immaginaria di z, dove Im(z) =b

Inoltre, definiamo z come numero immaginario puro se Re(z) = 0e Im(z) # 0

Definizione 15: Coniugato di un numero complesso

Dato z := a + ib € C, definiamo Z € C come coniugato di z se
Z=a—1b

ossia se Re(Z) = Re(z) e Im(Z) = —Im(z)

Capitolo 2. Numeri Complessi 11



2.1. Il campo dei numeri complessi

Poiché un numero complesso ¢ determinato da una coppia di valori a,b € R | z €
C, z = a + ib, possiamo rappresentare tale numero graficamente attraverso il piano di

Gauss, avente come ascisse la parte reale dei numeri complessi e come ordinate la parte
immaginaria.

I=X+IV

CFT=X- I:}-"

Per tale motivo, dato un elemento z € C, definiamo come suo valore assoluto il numero
reale corrispondente alla distanza di z stesso dall’origine, facilmente ricavabile attraverso

la distanza euclidea:
|z| = Va2 + b?

Proposizione 6

Dati z,w € C, si ha che:

Dimostrazione:
e Datiz:=a+ibe Cew:=c+1idec C,si ha che
l.Zz4w=a—ib+c—id=(a—c)—i(b+d)=z+w
2. Z-w = (a—1ib)(c —id) = (ac — bd) —i(ad + bc) = zZw
3. 2-Z=(a+ib)(a —ib) = a® — (ib)> = a® + b* = |2

|

Proposizione 7

La struttura algebrica (C,+,-) é un campo

Dimostrazione:

e Le operazioni binarie di somma e prodotto sono ben definite:

zzwelC = z+w=a+ib+c+id=(a+c)+i(b+d) = 2z+weC
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2.1. Il campo dei numeri complessi

zowe C = zw=(a+ib)(c+id) = (ac — bd) +i(ad + bc) = zw € C
e Per costruzione di - e 4, vale la relazione distributiva:
Vz,w,q € C|z(w+q) = zw + zq
e Dimostriamo quindi che (C,+,-) sia un anello commutativo:
— Associativita della somma
2= a+bi,w:=c+di,q:=e+fi € C = (z4+w)+q = (a+bi+c+di)+e+ fi
=a+bitctdite+ fi=a+bi+(ct+di+e+ fi)=z+(w+q)
— Elemento neutro della somma

VzeC J0eC|lz4+0=a+bi+0=a+bi==z2

— Elemento inverso della somma

VzeC N—zeClz+(—2)=a+bi+(—a—bi)=0

— Commutativita della somma

Vz,weC z+w=a+bit+c+di=c+di+a+bi=w+z

— Associativita del prodotto
Vz:=a+bi,w:=c+di,g=e+ficC (2w)g=[(a+bi) (c+di)|-(e+ fi) =
= (a+bi)-(c+di)-(e+ fi) = (a+bi) - [(c+ di) - (e + fi)] = z(wq)
— Elemento neutro del prodotto

VzeC dMeClz-1=(a+bi)-1=a+bi==z

— Commutativita del prodotto
VzoweC z-w=(a+bi)(c+di)=(c+di)(a+bi)=w-=z

e Dato z := a + ib € C, consideriamo il suo possibile inverso, ossia I’elemento 27! =

ﬁ, il quale non appare nella forma ¢ + id | ¢,d € R richiesta dalla definizione di

insieme dei numeri complessi.
e Riscriviamo quindi z=! come:

b e ! 1 z z a — b a w —b
zZ = 1 A = —-= = — = = s —
z 27 |z a2+ a2 402 a? +b?
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2.2. Forma polare dei numeri complessi

e A questo punto, ponendo ¢ := =y €ERed:= ﬁ € R, otteniamo che 27! = ¢+
id € C, rientrando quindi nella definizione corretta di insieme dei numeri complessi

e Per tanto, si ha che:

a w —b
Z.
2+ a4

Ve C—{0} 3z t:= |z-27t=1
implicando dunque che valga anche 'assioma di elemento inverso del prodotto e di
conseguenza che C sia un campo.

]

2.2 Forma polare dei numeri complessi

Abbiamo gia trattato di come un numero complesso possa essere espresso come un punto
sul piano gaussiano tramite una coppia di valori, descrivendo la distanza di tale punto
dall’origine del piano (0,0) come |z|.

Possiamo quindi identificare una circonferenza di raggio r = |z| rappresentante tutti
i numeri complessi aventi la stessa distanza dall’origine, dove € corrisponde all’arco in
radianti descritto dal vettore costruito attraverso le due coordinate gaussiane rappre-
sentate da z.
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Di conseguenza, dato r = |z| abbiamo che:

B a=1-cos(f) cos(f) =
r=|z| = { b= sin(6) - { sin(f) =

I
|lox|e

ISR
x

Definizione 16: Argomento di un numero complesso

Dato z := a + ib € C, definiamo come argomento di z, indicato come arg(z), una
) ) b
qualsiasi soluzione valida al seguente sistema:

{ cos(arg(z))

Il
|=

|@-T

sin(arg(z))

x
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2.2. Forma polare dei numeri complessi

Osservazione 4

Dato z := a 4+ 1b € C, esistono infiniti argomenti di z.

Dimostrazione:

e Sia # € R un argomento di z, ossia tale che:
cos(f) =
sin(f) =

e Essendo le funzioni seno e coseno periodiche, Vk € Z si ha che:

I S

e

|o

cos(0 + 2km) =

z

o0s(0 + 2kn) . { cos(0 + 2km) =

Definizione 17: Argomento principale di un numero complesso

Dato z := a + ib € C, definiamo come argomento principale di z, indicato come
Arg(z), 'unico argomento di z tale che Arg(z) € [0, 27|

Teorema 1: Formula di Eulero

Dato un angolo 6 € R, si ha che
e = cos(0) + i - sin(0)

(dimostrazione omessa)

Corollario 2: Formula di De Moivre

Dato un angolo 8 € R e n € Z, si ha che

(cos(0) + i -sin(f))" = cos(nf) + i - sin(nd)

Dimostrazione:

e Tramite la formula di Eulero, si ha che:

(cos(6) 4 i - sin(B))" = ()" = '™ = cos(nb) + i - sin(nh)
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2.2. Forma polare dei numeri complessi

Proposizione 8: Forma polare di un numero complesso
Dato z € C e posti r := |z] e 8 := Arg(z), si ha che
z = r(cos(0) + i - sin(f)) = re®

Inoltre, definiamo tali altre due rappresentazioni di z come forma polare di z

Dimostrazione:

e Rappresentando z sul piano di Gauss, si ha che:

a = rcos(f)

b=rsin®g) rcos(f) +irsin(0) = r(cos(0) +i - sin(0))

r=|z| = {

e Infine, per la formula di Eulero si ha che:

z = r(cos(0) + i - sin(f)) = re®

Osservazione 5: Operazioni in forma polare

Dati z,w € C e posti ry := |z], 0, := Arg(z) e ro := |w|, 0y := Arg(w), si ha che:
1. 2w = ryrqeeifrt02)

2. — T1i(01—02)

z
w ro
. ind
3. 2" =rie™ doven €Q
Attenzione: eccetto rari casi, per calcolare prodotti o divisioni tra numeri complessi ri-

sulta essere comunque piti comodo calcolare il prodotto tramite la proprieta distributiva
e la divisione riscrivendo i come a2ib2 + - dove w := a + b

—b
a2+b2 )

Esempi:
1. Dato z = —i, calcolare z*.
e (Calcoliamo I'argomento principale di z:
cos(f) =Y =0 3
=zl =4/02+ (=12 =1 = ! = A = -
= el = VO F (D { o r5(z) = o
e Di conseguenza, otteniamo che

" § i .3 " i i
Z:T€Arg(Z)Z:€27” — o et :66777,2601:1

2. Dato z = 1 — i, calcolare z'°.

Capitolo 2. Numeri Complessi 16



2.3. Teorema fondamentale dell’algebra

e (Calcoliamo 'argomento principale di z:
cos(f) = == 7
_ (©) V2 — Arg(z):ZW

e Di conseguenza, otteniamo che
y T oei T 35
Z:TGArg(Z)Z:\/ﬁG‘N” s 210:(\/5)1061047rz:25627rz_25627m

N . 3 . .
e Avendo gia visto precedentemente che e2™ = —i, otteniamo che:

3 ,
L0 _ 95, 3w _ _95;

2.3 Teorema fondamentale dell’algebra

Dati z € Cen € N | n > 2, ci chiediamo quante siano le soluzioni complesse

all’equazione x" = z:
e Se z = 0, 'unica soluzione risulta essere x = 0
e Consideriamo quindi il caso in cui z # 0. Tramite la formula di De Moivre, possiamo

Lg;
n

riscrivere tale equazione come:
n . 1 1
x:z<:)$:\/;<:)x22n<:)x:7“ne

ottenendo quindi una soluzione valida all’equazione.
e Tuttavia, ricordando che un numero complesso z possiede infiniti argomenti,

riscriviamo x nella forma piu generica:

e A questo punto, al variare di k = 0,1,...,n — 1 & possibile trovare le uniche n
soluzioni distinte all’equazione. Difatti, quando k = n, riotteniamo la prima

soluzione dell’equazione, mentre quando k£ = n + 1 otteniamo la seconda, e cosi via.

Esempio:
3=z

e Dato z =1, vogliamo sapere le soluzioni dell’equazione x
. 1n (L o 2km
I?’:Z < $3:e2m = ;p:e’(zsﬂ"' 3)

—Sek=0

—Sek=1
17
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2.3. Teorema fondamentale dell’algebra

—Sek=2
4 9 3_.
Ty = ez(2 37H3) — 6" = 2™
—Sek=3
Ty 261(2-3”+3 ) — 61(6”+2”) =e6™ = x4y =1
—Sek=4

8m 27

(L (L 2m g
x5 = 62(2‘371'4» 3 ) — ez(6ﬂ+ 3 +27T) = 667” —_— ‘CCE) = T

e Notiamo quindi che nonostante esistano infiniti argomenti di z, le soluzioni
risultano essere cicliche tra di loro, risultando in solo 3 soluzioni valide.

e Inoltre, graficando sul piano di Gauss le tre radici soluzioni dell’equazione, notiamo
come ognuna di esse corrisponda al vertice di un triangolo equilatero iscritto in una
circonferenza di raggio 1:

Osservazione 6

Le n radici n-esime di un numero complesso corrispondono ai vertici di un poligono
1
regolare di n lati inscritto in una circonferenza di raggio |z|=.

Teorema 2: Teorema fondamentale dell’algebra

Dato un polinomio p(x) := ap + a1z + ... + azz™ = 0 dove a; € C,n > 1,a, # 0,
esistono sempre n radici complesse di p(x):

Vie[l,n] FJxq,...,2, €C|p(z;) =0
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Relazioni e Induzione

Definizione 18: Relazione

Dato un insieme X, definiamo come relazione R su X un sottoinsieme del prodotto
cartesiano X x X:

RCXxX < RC{(x,y)|z,ye X}

Data una coppia (z,y), se essa appartiene alla relazione R allora affermiamo cio con la
notazione x ~ y (oppure con R(z,y)), altrimenti affermiamo che essa non appartiene
alla relazione con la notazione = ¢ y (oppure con R (z,y)).

v~y <= (z,y) €R rhy = (v,y) ¢ R

Definizione 19: Relazione di equivalenza

Una relazione ~ viene detta relazione di equivalenza se su di essa valgono le seguenti
proprieta:

e Riflessivita: Vx e X z~=x
e Simmetria: Vz,y€¢ X v~y = y~=zx

e Tranmsitivita: Vz,y,2€ X x~yy~z = x~z2

Esempi:
e La relazione di eguaglianza a ~ b <= a = b é una relazione di equivalenza

e Dato l'insieme X corrispondente ad un insieme di automobili, la relazione a ~
b <= a ha lo stesso colore di b ¢ una relazione di equivalenza
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Definizione 20: Relazione d’ordine totale e parziale

Una relazione < viene detta relazione d’ordine totale se su di essa valgono le seguenti
proprieta:

e Riflessivita: Vx e X z <=z

e Anti-simmetria: Vx,y € X r<y,y<r = =y
e Tramsitivita: Vz,y,z2 € X x<y,y<2z —= <z

e Totalita: Vz,y e X z<yVy=<=z

Se < € una relazione che soddisfa la riflessivita, ’anti-simmetria, la transitivita ma non
la totalita, allora tale relazione viene detta relazione d’ordine parziale

Esempi:
e La relazione di minor-eguaglianza a < b ¢ una relazione d’ordine

e Dato un insieme X, definiamo come P(X) I'insieme contenente tutte le parti di X
(ossia i suoi sottoinsiemi)

P(X) = {X'| X' C X}
La relazione C su P(X) risulta essere una relazione d’ordine parziale, poiché:

— Ogni sottoinsieme A ¢ sottoinsieme di se stesso (riflessivita):

AC AVA € P(X)

— Se un sottoinsieme A é sottoinsieme di B e B é sottoinsieme di A, allora cio é
possibile solo se A e B sono lo stesso sottoinsieme (anti-simmetria):
ACBANBCA = A=B
— Se un sottoinsieme A é sottoinsieme di B e B ¢é sottoinsieme di C, allora anche

A ¢ sottoinsieme di C' (transitivita):

ACBABCC = ACC

— Non tutti i sottoinsiemi sono confrontabili tra loro (ordine non totale). Ad
esempio, se X = {a,b,c} si ha che:

{a},{b;c} e P(X) = {a} £ {b,c} A {b, ¢} £ {a}
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3.1. Classi di equivalenza

3.1 Classi di equivalenza

Definizione 21: Classe di equivalenza

Sia ~ relazione d’equivalenza definita su un insieme X. Dato un elemento z € X,
denotiamo come [z] la sua classe di equivalenza su ~, ossia l'insieme di tutti gli
elementi in relazione con x:

2] ={ye X |z ~y}

Osservazione 7

Sia ~ relazione d’equivalenza definita su un insieme X. Dato un elemento x € X, per
riflessivita della relazione ~ si ha che:

rT~T = 1€ 7]

Definizione 22: Insieme quoziente

Sia ~ relazione d’equivalenza definita su un insieme X. Definiamo come insieme
quoziente di X su ~ l'insieme di tutte le classi di equivalenza indotte dalla relazio-
ne:

X} ~vi=A{lz] | v € X}

Definizione 23: Partizione di un insieme

Dato un insieme X, definiamo come partizione di X l'insieme {Xj, ..., X,,} delle sue
parti, ossia i suoi sottoinsiemi disgiunti tra loro la cui unione corrisponde ad X:

dove | | corrisponde al simbolo di unione disgiunta, equivalente a:

X = U X; dove X;NX; =0,Vi#j

1<i j<n

Osservazione 8

Data una relazione d’equivalenza ~ definita su un insieme X, si verifica che:
vy = 2] =y by <= [7N[y =10

Dunque, tutte le classi di equivalenza indotte da ~ sono disgiunte tra loro.
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3.1. Classi di equivalenza

Dimostrazione:
ez ~y = [7]=[y]

— Se z ~ y, allora si ha che:

zE€r] &= z2~1 = z~T, T~y = 2~y = zE [y = [2] C[y]

— Viceversa, siccome x ~ y <= y ~ x, si ha che:

wWeEY = w~ry = wNyy~vyr = w~r = weE [z] = [y] C[7]

o [z]=[y = z~y

— Se [z] = [y], allora si ha che:

zelx|=ly] <= z~z2~vy &= TxVvzZzvYy = TNy

e xty = [z]N[y=0
— Supponiamo per assurdo che z £ y e che [x] N [y] # (). Dunque, si ha che:
2Ny #£0 < Fzex]N[y] & z€z]Nz €[y =
= 2T, EVY = T~z 2y — T Y
contraddicendo 'ipotesi iniziale, dunque z %y = [z]N[y] =0
o 2Ny =0 = z ¢y
— Supponiamo per assurdo che [z] N [y] = 0 e che 2 ~ y. Dunque, si ha che:
zvy = zefr]=ly = [z]Nyl=[=]=1[y #0

contraddicendo l'ipotesi iniziale, dunque [z] N[y] =0 = z ALy

Corollario 3

Data una relazione d’equivalenza ~ definita su un insieme X, l'insieme quoziente
X/ ~ ¢ una partizione di X:

Dimostrazione:

e Poiché tutte le classi di equivalenza appartenenti a X/ ~ sono disgiunte tra loro, si

ha che:

Capitolo 3. Relazioni e Induzione 22



3.1. Classi di equivalenza

e Dato x € X, si ha che:

reX &< rx~x <= v€x] = x€ |_| [z]

e Viceversa, si ha che:

z € I_I 2] = ] e X/ ~|zen] <= 2~ = z2€ X
[

z]eX/~
[l
Proposizione 9
Dato un insieme X, una partizione P := {Xy,..., X, } di X indce una relazione di

equivalenza sull’insieme X

Dimostrazione:

e Definiamo la relazione z ~ y <= =x,y € X;, dove X; € P, indicante che due
elementi sono in relazione se e solo se appartengono alla stessa parte della partizione.

e Verifichiamo che si tratti di una relazione di equivalenza:

— Riflessivita:
Vee X,3X; € PlzeX, = x~z
— Simmetria:
r~y <= r,ye X;,3X; e X = y~=x
— Transitivita:

r~y Y~z = ryc X, ANy, 2 € X, 33X, X, e P = ye X;NX;

Poiché tutte le parti sono per definizione disgiunte tra loro, abbiamo che y €
XiNX; <= X; =X, dunque si ha che:

T~y Y~z = %?JEXi/\yaZﬂXj — IhyaZEXi:Xj —— T~z

]

Proposizione 10: Proiezione canonica al quoziente

Una relazione di equivalenza ~ su un insieme X induce una funzione suriettiva detta
proiezione canonica al quoziente la quale mappa ogni elemento x € X alla propria
classe di equivalenza su ~:

7 X = X/~ 2]
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3.2. Relazione di Divisore

Dimostrazione:

e Poiché per riflessivita si ha che © ~ = <= 1z € [z], la funzione di proiezione 7
risulta essere evidentemente suriettiva:

r€lr] = V[z]e X/~ Tz e X |n(x)=]z]

3.2 Relazione di Divisore

Definizione 24: Relazione di divisore

Dati due numeri naturali m,n € Z, definiamo la relazione "m ¢é divisore di n", indicato
come m | n, se esiste un elemento q € Z | n = mq:

m|n < Iq€Z|n=mq

Attenzione: m | n non é il simbolo matematico "tale che"

Osservazione 9

Dati m,n € Z, la relazione di divisore m | n ¢ una relazione riflessiva e transiti-
va

Dimostrazione:

e Soddisfa la riflessivita:

VneZn=n-1<= nln-1 < n|n

e Soddisfa la transitivita:

m|nn|d < Ip,geZ|n=mp,d=nqg = d=(mp)g=m(pg) = m|d

e Non soddisfa 'anti-simmetria:
mln,n|m < Ip,g€ Z|n=mp,m=nqg = n=mp=(np)qg =n(pq)
A questo punto, si verificano due casi:
— Se n =0 allora

n=0= m=n¢g=0-¢q=0 = m=0 = n=m=20
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3.3. Relazione di Congruenza

— Se n # 0 allora

n#0 = n=n(pg) = p=1 = p=q==+1 =

:>{n:m sep=q=1
n=-—-m sep=q=—1

Dunque, non in tutti i casi la relazione é anti-simmetrica.

Corollario 4

Dati m,n € N, la relazione di divisore m | n é una relazione d’ordine

Dimostrazione:

e Ovviamente, poiché m,n € N C Z, se segue che la relazione di divisore sia riflessiva
e transitiva

e Procedendo analogamente alla dimostrazione precedente, il caso in cui p = ¢ = —1
verrebbe scartato poiché —1 ¢ N, rendendo quindi m = n l'unica possibilita

m|n,n|mmmneN = m=n

3.3 Relazione di Congruenza

Definizione 25: Relazione di congruenza

Dato a,b € Z e dato n > 2 € N, definiamo la relazione "a € congruente a b in modulo
n", denotata come con a = b(mod n), se esolosen | b—a

a=bmod n) < n|(b—a)

Esempi:
e 7=22mod 5) = n|b—a = 5|(22—-7) = 5|15
e 7=2mod 5) = nl|b—a = 5|(2-7) = 5|5

Osservazione 10

La relazione di congruenza a = b(mod n) é una relazione di equivalenza.
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3.4. Teorema della divisione con resto euclidea

Dimostrazione:

o Riflessiva:

a=a < a=n-0+a < a—a=n-0 <= nla—a < a=a(mod n)
e Simmetrica:
a=bmod n) <= n|b—a < IJpeZ|b—a=np <
< a—b=n(-p) <= n|la—b < b=a(mod n)
e Transitiva:

a = b(mod n),b=c(mod n) <= Ip,q€Z|b—a=np,c—b=ng =

— c—a=(c—b)+(b—a)=qn+pn=n(q+p) <= n|c—a < a = c(mod n)

3.4 Teorema della divisione con resto euclidea

Teorema 3: Teorema della divisione con resto euclidea

Dati due interi m,n € Z dove n > 0, si ha che:

g, reZ,0<r<n|m=nqg+r
dove ¢ viene definito come quoziente e r come resto della divisione

Dimostrazione dell’esistenza:

e Dato [m] :={a € Z | a = m(mod n)}, si ha che:

ac€m] <= a=m(mod n) <= n|m—a < IpE€Z|m—a=np < a=m-np

e Consideriamo quindi [m]sp := {a € [m] | a € N}. Poiché¢ [m]so C N, per il
principio del buon ordinamento si ha che:

Ir € [m]so | r =min([m]sg) = g€ Z|r=m—ng

e Supponiamo per assurdo che r > n, da cui ne segue che r —n >0 = r—n € N.
Dunque, abbiamo che:

r—n=(m-nq)—n < r—n=m-n(qg+1) < r—n € [ml>o
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3.5. Relazione di Coniugio

e Poiché r—n < r, I'ipotesi per cui r sia il minimo di m>( viene contraddetta, dunque
I'unica possibilita & che r <n

e Dunque, concludiamo che

dg,reZ,0<r<n|r=m-ng = m=nq+r

Dimostrazione dell’unicita:

e Supponiamo che ¢ ed r non siano unici. Allora, ne segue che:
31, 42,711,722 € Z,0 < rp,re < | ngu 1 =m=ng +ry =
—= nqFri=ng+ry = ra—r=n(q —q) <= n|ra—n

e Siccome 0 < 71y,79 <N = —n <719 —1r; <nesiccome n | ry —ry, allora ry — 1y
deve necessariamente essere un multiplo di n compreso tra —n ed n stesso.

e Poiché I'unico numero rispettante tali caratteristiche ¢ 0, ne segue che:

N <Try—1 <N
<~ 7"2—7'120 = T =17

nlro—mr <= IEZ|ry—1r =nb

e A questo punto, poiché n > 0,si ha che:
ngp+ri=ng+re <= ng1+0=np+0 <= n(gg —ngp) =0 <= ¢ =q¢

]

3.5 Relazione di Coniugio

Definizione 26: Relazione di coniugio

Dato un gruppo G e dati g,h € G, definiamo la relazione "g é coniugato di h" se si

verifica che:
1

g~h < JacG|h=aga"
Osservazione 11
Se GG é un gruppo abeliano, allora si ha che:

g~h < h=aga '=aa'g=yg
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3.6. Induzione matematica

Osservazione 12

La relazione di coniugio ¢ una relazione di equivalenza.

Dimostrazione:

o Riflessivita:
g=1-9g-1"" = g~y

e Simmetria:

'"—= ¢ tha=ataga'a = atha=g

g~h = h=aga™
ponendo b := a~!, si ha che:

bhb ' =g = h~y
e Transitivita:
g~hAh~k = h=aga ', k=bhb"" = k=blaga " )b~" = (ba)g(a 'b")

ponendo ¢ := ba, si ha che:

1

k=cgc” = g~k

3.6 Induzione matematica

Vogliamo dimostrare una successione di n proposizioni, etichettate come p1),ps), ..., pn)-
Supponiamo di aver dimostrato la proposizione p;), che denominiamo come caso ba-
se. Se le prime py),...,p,) sono vere, allora anche la proposizione p, 1) ¢ vera (passo
induttivo).

Per esprimere tale concetto matematicamente, possiamo dire che:

Teorema 4: Principio di induzione
Data una successione di proposizioni py),...,py), si ha che:
p1) = p2)

p1),p2) = p3)

pl); cee apn) - pn+1)
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3.6. Induzione matematica

Esempi:

Vogliamo verificare che la proposizione seguente proposizione sia vera Vn > 1:
nn+1
1+2+3+...+(n—1)+n:¥

Verifichiamo quindi il caso base p;), ossia n =1

1_1(1+1)_2
a 2 2

che risulta essere vero
A questo punto, assumiamo per ipotesi induttiva che p,) sia vera.
Impostiamo quindi il passo induttivo, ossia p,11):

(n+1)(n+1+1)

14243+...+n+(n+1)= 5

Notiamo come il passo induttivo contenga al suo interno l’ipotesi in-
duttiva stessa, che abbiamo affermato essere vera:

n+1)n+1+4+1
}+2+3+...+@+(n+1):< I )

""duttiva 2
n(n2+ 1)+<n+1) _ (n+ 1)2(n+2) PN n(n+1)—2|—2(n—|—1) _ (n+1)2(n+2)
(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
2 N 2

Dunque, anche il passo induttivo risulta essere vero, concludendo che la pro-
posizione p,) sia valida Vn > 1

[]

La funzione di Fibonacci é definita come:
Fr=0 sen =20
=1 sen=1

Fn = Fn—l +Fn_2 sen Z 2

Le costanti ¢ e 1, corrispondenti alle soluzioni dell’equazione 22 = z + 1, sono

definite come:
1+V5 15
2 2

(@

¥

Vogliamo verificare per induzione che la seguente proposizione sia vera Vn:

_ -y

F,
=1
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3.6. Induzione matematica

e Verifichiamo quindi pg) e py):

_gpo—wo_ 1-1

F — —0
T v -9

' —¢t  p—
Fy = = =1
Yoy o9

e Assumiamo quindi per ipotesi induttiva che p, ;) sia vera e verifichiamo il
passo induttivo p,, utilizzando pero la definizione originale di F},:

n—1 n—1 n—2 n—2 n—2 n—9
— - +1) = +1

o —1 o—1 =1

e Siccome per definizione stessa ¢? = ¢ + 1 e 1> = 1) + 1, allora abbiamo che:

4,0n_2902 _ 7vbn—2¢2 _ go” _ wn
o= =Y

verificando quindi la validita del passo induttivo

Fn: n—1+Fn—2:

Proposizione 11: Identita binomiale di Newton

Dati a,b € R e n € N, si ha che

(a + b)n — (Z) akbn—k
k=0

dove il coefficiente binomiale ¢ definito come:

(1) =

Dimostrazione:

e Caso base:
2 (0 0\ 0,0-0
_ 0 _ k10—k _ —0 _
1= (a+b) —E (k)ab —(O>ab =1

e Passo induttivo:

n+1

1
(TL‘IL‘ )akbn—i-l—k — (a+b)n+1 — (a—i—b)(a—i—b)”:

k=0

n

- n n - n
— b kbn—k — k—l—lbn—k kbn—k+1
(a+ )k:O (k)a Z(k>a +kz:; )@

k=0
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3.6. Induzione matematica

e Trasliamo di -1 l'indice della prima sommatoria e portiamo fuori il suo ultimo

termine: »
n kpn+l—k kyn—k+1 _
Z(k—l) b +Z(>ab =
_ n n+1lpn+1—(n+1) kin+1—k kin—k+1 __
= (o Jrmrren e o (1 Jatts 3o (ot s <
_ n+1+2( _1) k:bn—H k+2( ) kbn—k-i-l

e Nella seconda sommatoria, invece, portiamo fuori il primo termine, in modo che gli
indici di entrambe le sommatorie coincidano:

antl kpnt+l—k kpn—k+1 Y o0pn—0+1 _
—I-Z( _1) b —I—Z()ab ++(0)ab =
_ n+1 kin+1—k kin—k+1 n+1
= +§:( _1> b +§:(:> b +b

e A questo punto uniamo nuovamente le due sommatorie:

n+1 bn-l—l . n n kbn—k+l
et 3 () - ()]

e Per le proprieta dei coefficienti binomiali (facilmente verificabili) si ha che (
(,",) + (7). dunque riscriviamo la sommatoria come:

k-1
B N K S Z (n Z 1) akpn—kL —

k=1

n;:l) —

e A questo punto, poiché (’S) = (nil) = 1, riscriviamo i due termini esterni alla

sommatoria in modo da poterli reinserire in essa, ottenendo il risultato cercato:

n n+1
n+1\ om0 (ORES DA/ NES W
(n+1>a —I—( 0 )b +E ) a”b —E i a”b

k=1 k=0

Capitolo 3. Relazioni e Induzione 31



Elementi di Teoria degli Anelli

4.1 Classi laterali sinistre

Proposizione 12

Sia G un gruppo e sia H < G sottogruppo. La seguente relazione ¢ una relazione di
equivalenza:
—1
r~y &< x yeH

Dimostrazione:

o Riflessivita:
r~r = x lz=1€H

e Simmetria:
v~y = hi=0'ycH = h'l=y v cH = y~u
e Transitivita:
T~y y~z = h=a'yk=y'zeH =

— hk=ao'yylz=0""2 = 22 H
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4.1. Classi laterali sinistre

Definizione 27: Classi laterali sinistre

Sia GG un gruppo e sia H < G. Definiamo come classi laterali sinistre di H di G le
classi d’equivalenza generate dalla relazione d’equivalenza z ~ y <= z 'y € H:

reG [rl={yeCG|z~y}

Denotiamo come G/H (letto "G modulo H") 'insieme quoziente di tutte le classi
laterali sinistre di / in G.

Proposizione 13: Insieme quoziente 7Z,

Dato I(n) < Z, si ha che:

Zy = {[0],....[n— 1]} =Z/I(n) =T/ =

Dimostrazione:

e Considerando la relazione a ~ b <= (—a)+b € I(n) (poiché a~! nell’operazione
somma corrisponde a —a), otteniamo che:

a~b << —a+b=b—acl(n) < —a+b=nk,FkecZ =

< n|b—a <= a=b(mod n)
dunque si ha che Z,, :==7Z/I(n) =7/ =

Esempio:

e Dato I(3) <Z, si ha che: Z/1(3) = {[0],[1],[2]}. Difatti, notiamo che:

—0€ 0], poiché 0~ 0 <= —0+0=0=23-0¢ I(3)

—1e[l], poiché1~1 <= —1+1=0=3-0¢ I(3)

_2¢ 2, poiché 2~ 2 = —242=0=3-0¢ I(3)

— 3¢0], poiché 3~0 <= —3+0=-3=3-(-1) € I(3)
—4e(l], poiché 4 ~1 = —4+1=-3=3-(-1)€c(3)
—5e[2], poiché 5~ 2 e —5+2=-3=3-(-1) € I(3)
— 6¢0], poiché 6~0 —= —6+0=—6=3-(-2) € I(3)
— 7€[l], poicht T~ 1 <= —7T+1=—-6=3-(-2) € I(3)
— 8¢ [2), poiché 8 ~2 = —8+2=—6=3-(~2) € I(3)
—9€e(0], poiché 9~ 0 = —9+0=-9=3-(-3) e (3)
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4.1. Classi laterali sinistre

Osservazione 13

Dato un gruppo G e H < G, per ogni [z] € G/H si ha che:

] =xH :={xh | h € H}

Dimostrazione:

e Dimostriamo che [z] = zH:
yelr] &= v~y <= h:=0'yc H < h=1"'y +—

< zh=a21"'y <= sh=ycaH

O
4.1.1 Teorema di Lagrange
Osservazione 14
Dato un gruppo G e H < G, per ogni [z] = 2H € G/H si ha che:
|[2]| = [« H] = |H]
Dimostrazione:
e Dato x € GG consideriamo la funzione ¢ : H — zH : h — zh
e La funzione risulta essere iniettiva poiché:
h,k € H|p(h) # (k) <= xh#xk < h#k
e La funzione risulta essere suriettiva poiché per costruzione di xH si ha che:
Vaeh € xH,3h € H | p(h) = zh
e Poiché esiste una funzione biettiva ¢ : H — zH, ne segue che |H| = |xH|
O

Teorema 5: Teorema di Lagrange

Sia G un gruppo finito e sia H < G. In tal caso, si ha che:

|G| = [H|-|G/H]

Inoltre, definiamo [G : H] := |G/H| come l'indice di H in G
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4.2. L’anello commutativo Z,,

Dimostrazione:

e Poiché G/H ¢é una partizione di G e poiché V([z| € G/H, |[z]| = |H]|:

G= || ] = |GI=|H| |G/H]

[x]eG/H
[
4.2 L’anello commutativo Z,,
Proposizione 14: Gruppo quoziente G/H
Dato il gruppo abeliano (G,+) e H < G, si ha che (G/H,+) ¢ un gruppo abelia-
no.
Dimostrazione:
e Dimostriamo prima che 'operazione somma intesa come [z] + [y] = [z + y] sia ben

definita, ossia che [z] = [2/],[y] =[] = [z +y] =o'+ V]
2] =[2], [y =y] &= vz~ y~y <= ' -2,y —yeH
Poiché hy := 2’ — x,hy :=y' — y € H, per chiusura nella somma di H si ha che:
hi+hy€e H = (' —2)+W —y)=a"—a+y—y=2"+y—-(z+y) e H <
gty vty = vty ="+

e Successivamente, verifichiamo gli assiomi di gruppo abeliano:
— Associativita:

(2] + W)+ [z =z +yl+ ] = [z +y+2] =[] + [y + 2] = [z] + ([y] + [2])

— Elemento neutro:
[z] +[0] = [z + 0] = [2]

— Elemento inverso:

— Commutativita:

[2] + [yl = [z +y] = [y + 2] = [y] + [7]
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4.2. L’anello commutativo Z,,

Corollario 5: Gruppo quoziente 7Z,

Poiché Z ¢ un anello commutativo, (Z,,+) ¢ un gruppo abeliano

Esempi:
Operando nel gruppo Zi; si avra che:
e [9] + [8] = [17] = [6], poiché 17 = 6(mod 11)
o [4+[3 =[]
e [5] — [6] = [—1] = [10], poiché —1 = 10(mod 11)

Proposizione 15: Anello quoziente G/H

Dato I'anello commutativo A e I < A, si ha che (A/I,+,-) ¢ un anello commutati-
vo.

Dimostrazione:
e Poiché I < A, per dimostrazione precedente si ha che (A/I,+) é gruppo abeliano

e Dimostriamo prima che l'operazione prodotto intesa come [z][y] = [zy| sia ben
definita, ossia che [z] = [2'], [y] = [y/] = [zy] = [2'V']:

7] =[] =] &= s~ y~y = ' —ay —yel
Poiché iy := 2’ — x,iy := ' — y € I, per chiusura nel prodotto di I si ha che:

7:1,7:26.[ — ’ily/,IiQGI — ily,—f-IiQEI —

Wy +xip= (" —x)y +x@/ —y) =2y —axy +ay —axy=2"y —ayel —

= Y ~ay = [2Y] = [zy]

e Successivamente, verifichiamo i rimanenti assiomi di anello commutativo

— Associativita nel prodotto:
([@llWDz] = [wy]lz] = [wy2] = [2]lyz] = []([y][z])

— Elemento neutro nel prodotto:

— Commutativita nel prodotto:

[2][y] = [zy] = [yz] = [y][z]
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4.3. Invertibili e Divisori dello zero

— Distributivita:
[2)([y] + [2]) = [2lly + 2] = [2(y + 2)] = [zy + 22] = [2y] + [v2] = [2][y] + [2][2]

]

Corollario 6: Anello quoziente Z,

Poiché Z é un anello commutativo, (Z,,+,-) ¢ un anello commutativo

Esempi:

Operando nell’anello Z, avremo che:

3] = [6] = [2], poiché 6 = 2(mod 4)

3]7! = [2][3] = [4], poiché [3] & I'inverso di [3] in Z4 in quanto [3][3] = [9] = [1]

o [2

4.3 Invertibili e Divisori dello zero

Definizione 28: Invertibile e Divisore dello zero

Dato un anello commutativo A e un elemento a € A, definiamo a come elemento
invertibile se e solo se
JatcAlaat=ata=1

Definiamo invece a come divisore dello zero se e solo se:

a0 < Jec#0€ A|0=ac

Definizione 29: Gruppo degli invertibili

Dato un anello commutativo (A, +,-), definiamo 'insieme degli invertibili di A
come:

A" i={a€c A|3at € A}

Inoltre, (A*,-) é un gruppo

Dimostrazione:

e Chiusura:

v,y €A = (zvy) =y ot = zyc A

e Associativita:
r,y,z € A¥ = x(yz) = zyz = (zy)z
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4.3. Invertibili e Divisori dello zero

¢ Elemento neutro:

l=1"'€A|1-17'=1-1=1 = 1€ A" |a-1=a,Va€ A*

¢ Elemento inverso:

rEA* = rx=(") = 27'ed

Osservazione 15

Dato un anello commutativo A e un elemento a € A, se a é un divisore dello zero
allora esso non € invertibile:

a|0 = ag¢ A"

Dunque, per contronominale di tale implicazione, se a ¢ invertibile allora esso non é
un divisore dello zero:
ac A" = a10

Dimostrazione per assurdo:

e Supponiamo che per assurdo che a | 0 e che a € A*. Allora, si ha che:
a|0 <= FI#0€A|0=ab = a'-0=a'ab = 0=0b

contraddicendo quindi l'ipotesi iniziale b # 0, dunque I'unica possibilita é che a ¢ A*

O

Definizione 30: Dominio di integrita

Sia A un anello commutativo. Definiamo A come dominio di integita se 0 € A ¢
I"unico divisore dello zero:

Ba#0€Atc a|0 < at0Va#0c A

Osservazione 16

Un anello commutativo A ¢ un dominio di integrita se e solo se vale la legge di
annullamento del prodotto:

Ve,ye Alazy=0 —= 2=0Vy=0
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Dimostrazione:

e Supponiamo per assurdo che A sia un dominio di integrita e che 3x,y # 0 € A |
xy = 0, implicando che non valga la legge di annullamento del prodotto. Dunque,

si ha che:
ry=0 = zlay=2"0 = y=0

contraddicendo I'ipotesi per cui y # 0, dunque I'unica possibilita é che valga la legge

di annullamento del prodotto

e Supponiamo ora per assurdo che valga la legge di annullamento del prodotto e che

A non sia un dominio di integrita. Dunque, si ha che:
dJa#£0€Atcald = ab=0,Ib#0
Poiché vale la legge di annullamento del prodotto, si ha che

ab=0 = a=0VvVb=0

Tuttavia, poiché b # 0, I'unica possibilita é che a = 0, contraddicendo I'ipotesi per

cui a # 0. Di conseguenza, A ¢ un dominio di integrita

Corollario 7

]

L’anello commutativo Z ¢ un dominio di integrita poiché in esso vale la legge di

annullamento del prodotto

Osservazione 17

Se K ¢ un campo, allora esso ¢ un dominio di integrita poich¢ K* = K — {0}

Dimostrazione:

e Se K ¢é un campo, allora

Va#0€c K, 3o ' € K |aa ' =1 <= K*=K — {0}

e Inoltre, siccome tutti gli elementi di K escluso zero sono invertibili, si ha che:

Va#0€e K,ae K* = at0,Va#0e K

O
Proposizione 16
Dato un dominio di integrita A e dati a,b € A, si ha che:
I(a) =1(b) <= a=1bc,dc € A"
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Dimostrazione:

e a=bc,Ic € A* = I(a) =I(b)

a=bc = acl(b) = I(a)

—be,Jc € A" 1o
@ =hesecd = ac :>{b:ac_1:>b€1'(a):>1(

S
N ~
~
—
Q
N

e [(a)=1(b) = a=bc,Ic e A*

I{a) = I(b) —> { @€ 1(@) = 1) = a=beZoc A

belb)=1I(a) = b=uad,Id€ A
Dunque si verifica che:
a=bc=adc = a=adc = a(l —dc)=0 =

a=0 = b=ad=0 = a=bc=0
l—de=0 = dec=1 = c¢c=d ! = ce A*

Corollario 8

Dato il dominio di integrita Z e dati a,b € Z, si verifica che:

I(a)=I(b) < a=+b

Dimostrazione:

e Poiché Z ¢ un dominio di integrita, dati a,b € Z si ha che:

I(a)=1(b) <= a=bc,Icel”

e Tuttavia, siccome Z* = {1, —1}, si ha che:

I(a)=1(b) <= a=bc,c=1Vc=—-1 <= a==b
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4.4 Elementi irriducibili e primi

Definizione 31: Elementi irriducibili e primi

Dato un anello commutativo A e un elemento a € A, definiamo a come elemento
irriducibile se e solo se:

a#0,a¢ A"a=bc = be A*Vce A"

Definiamo invece a come elemento primo se e solo se:

a#0,a¢ A"a|bc = a|bValc

Attenzione: la definizione di elemento primo non coincide con la "normale" defini-
zione di numero primo

Definizione 32: Insieme dei numeri interi primi

Definiamo come insieme dei numeri interi primi I'insieme:
Pi={peNs|dy e N-{1,p} tcy|a}

Attenzione: gli elementi appartenenti a tale insieme coincidono con la "normale"
definizione di numero primo

Osservazione 18

Dati un elemento p € P, si verifica che

p € P = p elemento primo

Dimostrazione:
e Poicht PCNCZ, allorapeP — peZ

e Supponiamo che p | ab, dove ab € Z, dunque necessariamente p apparterra alla
fattorizzazione di ab, implicando che p |[aV p | b

]
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4.4. Elementi irriducibili e primi

Osservazione 19

Dato un dominio di integritd A ed un elemento a € A, si verifica che

a elemento primo = a elemento irriducibile

Dimostrazione:
e Se a € A ¢é primo, allora per definizione si ha che a # 0,a ¢ A*.

e Sea=bc, allorasihachea|a = a|bc = a|bValc

A questo punto, si ha che:

alb = b=ad,3d€e A = a=bc=adc = a=adc = a(l—cd)=0

Siccome a # 0, allora:

a(l—cd)=0,a#0 = 1—cd=0 = cd=1 = c=d ' = ce€ A"

Analogamente, dimostriamo che a | ¢ = b € A*

Dunque, concludiamo che se a € primo allora esso ¢ anche irriducibile:

aprimo|a=bc = a|bValc = be A"Vce A"

Proposizione 17

Dato il dominio di integrita Z e un elemento p € Z | p > 2, le seguenti condizioni sono
equivalenti:

epclhP
e p é un elemento primo

e p ¢ un elemento irriducibile

Dimostrazione:

e Per dimostrazione precedente, sappiamo che

p € P = p elemento primo = p elemento irriducibile

e Supponiamo che p > 2 € Z sia irriducibile e che esistano a,b € N, tali che:

p=abeNCZ — a€Z*"VbeZ"

e Poiché Z* = {—1,1} e poiché a,b € N, allora ne segue che:

a€EZ'VbeZ" = a=1Vvb=1
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— Sea € Z*be Z* allora
aceZbel' = a=1b=1 = p=1

contraddicendo 'ipotesi per cui p > 2, dunque si tratta di un caso impossibile

— Sea €Z*b¢Z*, allora

a€l’ = a=1 = p=b = b|pV1|pb=p

— Se a ¢ Z*, b € Z*, allora

bel' — b=1 = p=a = a|pV1]|pa=p

e Dunque, in entrambi i casi possibili si ottiene che

p elemento irriducibile =— p € P

Proposizione 18: Dominio di integrita Z,
Dato I'anello commutativo Z,,, si ha che

Z,, dominio di integrita <= ne€P

Nel caso in cui n € P, per comodita utilizziamo la notazione 7Z,.

Dimostrazione:

e Supponiamo per assurdo che Z,, sia dominio di integrita e che n ¢ P, implicando

che:
n¢P —= ab=n,Ja,b¢ 2",0<a,b<n =

= |ab] = [n] = [0] € Zn = [a][b] = [0] = [a] = [0] V [b] = [0]
Tuttavia, per ipotesi si ha che a,b > 0 = [a] # 0,[b] # 0, creando una
contraddizione, dunque 'unica possibilita ¢ che n € P

e Supponiamo per assurdo che n € P e che Z,, non sia dominio di integrita, implicando
che:
Aa] # [0] € Zn t.c. |a] | [0] = [0] = [a][b], 3[b] # [0] € Zn —

= [0] = [ab] <= ab=0(mod n) <= n|ab—0
Poiché n € P, si ha che:
nlab = n|aVvn|b = a=0(mod n)Vb=0(mod n) —

= la] = [n] =[0] v [b] = [n] = [0]
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4.5. Massimo comun divisore

Tuttavia, per ipotesi si ha che a,b # 0 = |al, [b] # [0], creando una contraddizio-
ne, dunque 1'unica possibilita ¢ che Z,, sia dominio di integrita

]

4.5 Massimo comun divisore

Definizione 33: Dominio ad ideali principali

Dato un dominio di integrita A, definiamo A come dominio ad ideali principali se
e solo se considerato un qualsiasi I < A si ha che:

del]|l=1Id)

In altre parole, ogni ideale coincide esattamente con un ideale principale

Proposizione 19

Il dominio di integrita Z ¢ un dominio ad ideali principali

Dimostrazione:
e Supponiamo che esista I <Z tale che I = {0}. In tal caso, si ha che I = I(0)

e Supponiamo quindi che I # {0}, implicando che per definizione stessa di ideale si
abbia che:
Vnel — —nel

Dunque, possiamo considerare direttamente il sottoinsieme I, poiché per i numeri
negativi basterebbe considerare il loro opposto.

e Siccome [-g C N, per il principio del buon ordinamento si ha che
dd € I>0 | d= min([>0)
e Dimostriamo quindi che I = I(d):
— Dato x € I(d), si ha che:
relld = yeZl|lxz=dy
— Siccome d € I-o C I, allora x =dy €
— Dato x € I, per il teorema della divisione con resto euclidea si ha che:

ANg,reZ,0<rd|r=dg+r = r=x—dgel
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— Assumiamo per assurdo che r # 0, implicando che » > 0 e dunque che r € 1.
Tuttavia,poiché r < d, allora ne seguirebbe che d non sia il minimo di 7.

— Dunque, 'unica possibilita é che » = 0, implicando che:

r=dq+r=dq+0=dq = x=dqg = z € I(d)

Definizione 34: Massimo Comun Divisore (MCD)

Dati aq,...,a, € Z, definiamo d € N come massimo comun divisore di a4,...,a,,
indicato come d := MCD(ay, ..., a,), se dato k € Z si verifica che

kElaiAN...Nk|a, < k|d

Proposizione 20: Identita di Bézout
Dati ay,...,a, € Z e dato d := MCD(ay, ..., a,), si ha che:

I(ay,...,a,) = I(d)

In altre parole, si ha che:
Ay, e €L | ayey + ...+ apr, =d

che definiamo come identita di Bézout.

Dimostrazione:

e Essendo Z un dominio ad ideali principali, si ha che

dne€l(a,...,an) | I(ay,...,a,) = I(b)

e Dato d := MCD(ay,...,a,), ovviamente, si ha che

d:=MCD(ay,...,a,) = d|aN...Nd|a, <= Vi€ [l,n|,3k; € Z|a; =dk;

e Di conseguenza, otteniamo che
beIb) =1I(ay,...,a,) < Jx1,..., 2, €L |11+ ...+ apx, =b <
(dk)Tr 4 o+ (dhp)an = b = d(kr@y + ...+ kntn) = b <= d|b
e Inoltre, Vi € [1,n] si ha che

a; € I(a;) C I(ay,...,a,) =I1(b) <= Jk€Z|a;,=bk < b|q
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e Dunque, per definizione stessa di massimo comun divisore si ha che

blagN...b|a, < b|d

e Poiché¢ d | b, b | d e d € N necessariamente si ha che d = b

Proposizione 21

Dato 'anello commutativo Z,, e dato 0 < a < n si ha che:

la] € Z; <= MCD(a,n) =1

Dimostrazione:

e Se [a] € Z} si ha che:

A <b<n]|lab] =1 <= ab=1(mod n) <= Fk€Z|1=ab+nk

Posto d := MCD(a,n) > 0, si ha che:
l=ab+nkellan)=I1d) = 1€l(d) = IJpeZ|l=dp = d=p==l1
Poiché d > 0, 'unico caso possibile ¢ d =1

e Viceversa, supponendo che MCD(a,n) = 1 si ha che:

I(d)=1I(a,n) = de€l(a,n) = W, kecZ|d=ab+nk =

m
Corollario 9: Campo 7Z,
Dato p € P, il dominio di integrita Z, ¢ un campo
Dimostrazione:
e Poiché By € Z — {1,p} tale che y | p, allora:
MCD(a,p) =1,V0<a<p < la] € Z,,V0<a<p = Z, =17, — {0}
m
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Teorema 6

Dato 'anello commutativo Z,, e data la seguente equazione:
ax = b(mod n)
Posto d := MCD(a, n) si verifica che:

e Se dtb, allora #iz € Z, | ax = b(mod n) (non esistono soluzioni)

e Se d | b, allora posti p := §,q := g, m := %, 'equazione ¢ equivalente a:

axr = b(mod n) <= pr = ¢(mod m)

Dimostrazione:

e Prima di tutto, affermiamo che se I’equazione ammette una soluzione x € 7Z, allora

ar =b(mod n) <= ar=b+nk,Ik€Z < ar—nk=2>

e Poiché d := MCD(a,n), si ha che

dla,d|n = d|ar,d|nk = d|ax—nk=1»>

e Viceversa, cid dimostra che se d 1 b, allora tale equazione non potrebbe ammettere
soluzioni.

e Supponiamo quindi che d | b e poniamo p := §,q := %, m := % (implicando quindi
che a = pd, b = gd,n = md. Dunque si verifica che:

ax = b(mod n) <= pdr = qd(mod md) <=

< dpr =dq+dmk,Ik € Z < pr=q+ mk <= pxr = q(mod m)

4.5.1 Algoritmo di Euclide

Lemma 1

Dati tre elementi a, b, c € Z, si ha che:
albalc = alzVzel(brc)
Dimostrazione:

e Sea|becheal]ec, siha che:

z€1l(byc) <= z=br+cy,In,y € Z = 2z = (ak)x+ (ah)c,Ik,h € Z =
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= z =a(kx) +alhc) = alkr +hec) = a |z

Metodo 1: Algoritmo di Euclide

Siano a,b € Z e sia d :== MCD(a,b). Il seguente algoritmo di Euclide permette di
calcolare d:

1.
2.

Assumiamo 0 < a < b poniamo rg:=ber; :=a

Poniamo 7,11 := r;_1(mod 7;) ad ogni iterazione, da cui ne segue che r;_; =
r;q; + 711, ripetendo tale operazione fino a quando r;,; =0

. All'n-esima iterazione, ossia quando 7,47 = 0, si ha che MCD(a,b) = r,

Dimostrazione correttezza algoritmo:

Poiché I(a,b) = I(—a,b) = I(a, —b) = I(—a, —b), assumiamo che 0 < a, b.

Inoltre, poiché I(a,b) = I(b,a), MCD(0,b) = 0 ¢ MCD(a,0) = 0, assumiamo che
0<a<hb.

Siccome ro :=b,ry :=a € I(a,b), si ha che:

rg =ro(mod 1) <= 1o =111 + 712 <= 1o =10 —1r1q1 € I(a,b) = I(d)
Supponiamo per ipotesi induttiva che r; € I(a,b) = I(d), Vi € [0, n].
Dimostriamo quindi il passo induttivo:

Tiv1 = rici(mod 1) = 1o =1riqn + i = rig =1rim1 — 1 € 1(a,b) = 1(d)

Di conseguenza, Vi € [0,n] si ha che
ri € I(a,b) =1(d) <= r,=dp,IpeZ <= d|rVie|[0,n] = d|r,
Poiché I'algoritmo termina quando 7,1 = 0, ne segue che:

Tl = p_1(mod ry,) <= 0=r,_1(mod 1,) <= ry_1 =TpGn <= T |Th1

Siccome 1y, | r, € Ty | Tho1, per il lemma precedente si ha che:

Tn = Tn72<m0d- rnfl) < Th2=Tn-1qn-1+7"h € [(Tnfhrn)

Dunque, poiché r,,7,_1,7n—o € I(rn_1,7,) C Z, per il lemma precedente si ha che:

To | Ty Tn | Ther == T | T
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e A questo punto, procedendo analogamente si ha che
Tn ‘ Tny,Tn ’ Th—1 == Tp | T'n—2

Tn | Tn—1,Tn | Tpn—o == Tp | T'n—3

Tn | Toyrn |71 = 10 | 70
e Dunque, poiché d := MCD(a,b) e dati ry := a,ry := b, si ha che:

rn|la,m |b = 1| d

e Infine, siccome d, 7, € N (sezione 3.2) si ha che:

d|rp,rm|d = d=rmr,

Esempi:

e Vogliamo calcolare MCD(448,216). Poniamo quindi inizialmente rq = 448 e r; =
216. Applicando I'algoritmo abbiamo quindi che:

To=T"T1-q1+ 72
448 = 216 -2 + 16

216 =16-13 + 8
16=8-240

Dunque, otteniamo che MCD(448,216) = 8

e Vogliamo calcolare I'identita di Bézout per b = 216 e a = 448 ossia i due valori x
e y tali che:
x,y € Z | MCD(488,216) = 216x + 448y

Tramite I'algoritmo di Euclide utilizzato nell’esercizio precedente, sappiamo che
MCD(488,216) = 8. Poniamo quindi:

216x + 448y = 8

A questo punto, riscriviamo il risultato secondo la forma espressa dell’identita di
Bézout utilizzando i calcoli dell’algoritmo di Euclide:

— 448 =216-2+16 = 16 =448 — 216 - 2

— 216 = 16-13+8 => 8 = 216 — 1613 = 216 — (448 — 216 - 2) - 13 =
216 - 27 + 448 - (—13)
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Dunque otteniamo che

2162 4 448y = 8 = 216(27) + 448(—13) — 2 =27,y = —13

e Vogliamo calcolare I'identita di Bézout e MCD per a = 1470,b = 8316 e ¢ = 12600:
MCD(a, b, c) = MCD(a, MCD(b, ¢)) = MCD(MCD(a, b), ¢)
— d :=MCD(b,c) = MCD(8316, 12600)
12600 = 8316 - 1 + 4284

8316 = 4284 - 1 4+ 4032
4284 = 4032 - 1 + 252
4032 =252-164+0

dunque d = 252

— A questo punto, riscriviamo il risultato secondo la forma espressa dell’identita
di Bézout utilizzando i calcoli dell’algoritmo di Euclide:

* 12600 = 8316 - 1 + 4284 — 4284 = 12600 — 8316 - 1

% 8316 = 4284 -1 + 4032 — 4032 = 8316 — 4284 - 1 = 8316 — (12600 —
8316 - 1) = 8316 - 2 — 12600

% 4284 = 4032 -1+ 252 — 252 = 4284 — 4032 - 1 = (12600 — 8316 - 1) —
(8316 - 2 — 12600) = 12600 - 2 — 8316 - 3

Dunque otteniamo che

8316z + 12600y = 12600(2) + 8316(—3) = = = —3,y =2

— p = MCD(a,d) = MCD(1470, 252)
1470 = 252 - 5 + 210

252 =210-1+42
210=42-5+0

dunque p = 42

— A questo punto, riscriviamo il risultato secondo la forma espressa dell’identita
di Bézout utilizzando i calcoli dell’algoritmo di Euclide:

* 1470 = 252 -5+ 210 = 210 = 1470 — 252 -5

%252 =210-1+442 = 42 =252 —210-1 = 252 — (1470 — 252 - 5) =
1470 - (=1) + 252 - 6
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Dunque otteniamo che

1470z 4+ 252w = 1470(—1) + 252(6) —= z=—-1,y =6

— Infine, ricostruiamo l'identita di Bézout richiesta tramite le due precedente-
mente calcolate:
14702 + 8316y + 12600z = 42

1470z + 8316y + 12600z = 1470 - (—1) + 252 - 6
1470z + 8316y + 12600z = 1470 - (—1) + (12600 - 2 — 8316 - (—3)) - 6
1470z + 8316y + 12600z = 1470 - (—1) 4 12600 - (12) + 8316 - (—18)

dunque x = —1,y = —18,2 = 12

4.5.2 Criteri di divisibilita

Sia a € Z con la sua rappresentazione decimale:

k
a:ak~10k+...+a0-100:Zai‘l()idoveai6{0,...,9}
=0

Osserviamo che:

e In Zs si ha che
a:Zai-l()iz Zai-(l)i (mod 3)

e In Zg si ha che

k k
a:Zai-loiE Zai-(l)i (mod 9)

e In 7Zq; si ha che
k k
a=> a;-10' = [Zai : (-1)1’] (mod 11)

Di conseguenza, possiamo stabilire dei criteri di divisibilita utilizzando le precedenti
riduzioni e il fatto che n | m <= m = 0(mod n).

Esempi:
e Vogliamo sapere se 3 | 129383716. Siccome siamo in Zz abbiamo che:

129383716 = 6+ 1+ 7+ 3+ 8+ 3+ 9+ 2+ 1] = 40 # O(mod 3)

dunque 3 1 129383716

Capitolo 4. Elementi di Teoria degli Anelli 51



4.6. Minimo comune multiplo

e Vogliamo sapere se 11 | 129383716. Siccome siamo in Z;; abbiamo che:
129383716 =6 —1+7—-34+8—-3+9—-2+1] =22 = 0(mod 11)
dunque 11 | 129383716

la definizione stessa di congruenza a 0 in modulo

4.6 Minimo comune multiplo

Definizione 35: Minimo Comune Multiplo (mcm)

Dati ay,...,a, € Z, definiamo m € N come minimo comune multiplo di a e b,
indicato come m := mem(ay, ..., a,), se dato k € Z si verifica che

a; |kNa, |k <= m|k

Proposizione 22

Dati ay,...,a, € Z e dato m := mem(ayq, . .., a,), si ha che:

I(a;)N...NI(a,) = I(m)

Dimostrazione:

e Essendo Z un dominio ad ideali principali, si ha che

e l(ar,...,an) | I(a)N...NI(a,) = 1(D)

Dato m := mem(ay, . .., a,), ovviamente, si ha che
m:=mem(ay,...,a,) = a1 |mAa, | m < Viel,n],Ik; € Z|m=ak;

< mel(q) <= mel(a)N...NI(a,) =1(b) < b|m

Inoltre, si ha che

bEI(b):I(al)ﬂI(ag)ﬂﬂ](an) <~ b:aikl,ﬂk‘lEZ,‘v’ie[O,n] — al|b

Dunque, per definizione stessa di minimo comune multiplo di ha che

a |bA ... Na, | b <= m]|b

Poiché m | b, b| m e m € N necessariamente si ha che m = b
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Osservazione 20

Dato il dominio ad ideali principali Z e dati Iy,... I, < A ideali, Jlaq,...,a, € Z tali
che :

o I1+...+1,=1(ay,...,a,) =I(d), dove d := MCD(ay,...,a,)
o ... I,=1(ay)-...- I(ap) =I(ay - ... ayp)
e iN...NI,=1(a1)N...N1I(a,) = I(m), dove m := mem(ay, ..., a,)

Dimostrazione:

e Poiché Z ¢ un dominio ad ideali principali si ha che

I, = I(ai), Jla; € Z,Vi € [Z,TL]

e Di conseguenza, si ha che:
L+...+L,=Ia)+...+I(a,) ={b1+ ...+ b, | b € [(a;),Vi € [0,1]} =
={bi+...4+b, | b; = a;x;,3x; € Z,Vi € [0,1]} = {a;zi+. . .+apx, | x; € Z,Vi € [0,1]} =
=I(ay,...,a,) = 1(d)

dove d : MCD(ay, . .., ay,)

e Presox e I,-...-1,, si ha che:
zvel-...-L=1(ay) ... - I(a,) <=
< b, € I(a;),¥i,j € [1,0] | x = arby, - canby, +.. . Faiby, - canb,,

= z=a; ... an(by,, .. by, +...FD cbn,,) = xella-... ay)

Naq
dunque, sihache Iy - ... - [, = I(ay - ... - ay)

e Infine, per dimostrazione precedente si ha che:

Ln...nl,=1I(a)N...N1I(a,) = I(m)

dove m := mem(ay, ..., a,)

Proposizione 23: Infinite soluzioni all’identita di Bézout

Dati a,n € Z siano xq e yo due soluzioni particolari della loro identita di Bézeout (es:
trovate tramite I’algoritmo di Euclide).

Posti d := MCD(a,b) e m := mcm(a,b), tale identitd ammette infinite soluzioni
nella seguente forma:

v =z0+ "k Vk €7 y:yo—%k,VkEZ
a
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Dimostrazione:
e Prima di tutto, verifichiamo che le soluzioni possibili siano effettivamente valide:

m m
a(xo—l—gk)ij(yo— —k)=d < axo+mk+byo—mk=d < azrqg+byy=d
e A questo punto, verifichiamo che tali soluzioni appaiano solo nella forma indicata:

axry, + by1 =d
a(xy —xo) +b(y1 +yo) =0 = a(zy —x0) = —b(y1 — yo) =

= a(x1 — o) = b(yo + 1)

{ axo + byo = d = (axy +by1) — (axo+byy) =d —d =

— 1), si hachea| N eb| N, implicando che N sia

e Posto N := a(z; — x0) = b(yo
un multiplo di m := mem(a, b). Dunque si ha che 3k € Z | N = mk:

.%‘1:.7704‘%]6

{a(wl—xo):N:mk :>{ :>{
b(yo — 1) = N =mk Y1 =% — 3k

4.7 Teorema fondamentale dell’aritmetica

Teorema 7: Teorema fondamentale dell’aritmetica

Dato n > 2 € N, tale n puod essere espresso come un’unica (a meno di riordinamento)

fattorizzazione in numeri interi primi, ossia:

Apy,....pk €Par, ... a € Nog [ n=0p7" ... p*

Dimostrazione esistenza:
e Definiamo S := {n € N | n > 2 A n non fattorizzabile in numeri primi} e supponia-

mo per assurdo che |S| # 0. Poiché S C N, per il principio del buon ordinamento

ne segue che Im € S | m = min(S5)
e Supponiamo quindi che Ja,b # 0 € N — P | m = ab, da cui traiamo che:

alm = a<m

=1V a fatt. i 1mi
blm = b<m :>a,b§éS:>{a @ att. i prmi

b=1Vb fatt. in primi

m = min(5)

o4
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e Consideriamo quindi i vari casi:

—Sea=1Ab=1, allora m = ab = 1, contraddicendo l'ipotesi per cui m €
S —= m>2

— Se a fatt. in primi A b = 1, allora m = a = pi* - ... pi*, contraddicendo
I'ipotesi per cui m € S = m non fatt. in primi

—Sea =1 A bfatt. in primi, allora m = b = qll’1 C q?j, contraddicendo
I'ipotesi per cui m € S = m non fatt. in primi

— Se a fatt. in primi A b fatt. in primi, allora

m:ab:p‘l“-...-pzk-qlfl-...-q?’“

contraddicendo l'ipotesi per cui m € S = m non fatt. in primi

e Di conseguenza, ne segue necessariamente che |S| = 0 e dunque che tale fattorizza-
zione valga Vn > 2 € N

]
Dimostrazione unicita:
e Dato n > 2 € N, consideriamo le sue due fattorizzazioni:
a1 ag __ . _ b1 bj
pl'...'pk —n—ql'...'Qj
e Dato che pf* | pi* - ... - p*,Vi € [1,k] e che p; € P, ne segue automaticamente che:
i i b bj
pi ottt =l gt =
Cb b; b b; b b;
= pi| AP = pildt g = opi VY| g

e Sia quindi g, | h € [1, j] tale che p; | qzh. Poiché ¢;, € P, ne segue necessariamente
che:
b
pila) = pilaw = pi=an

dunque concludiamo che Vi € [1,k],3h € [1,7] tale che p; | g = pi=q Nk =]
L]

Proposizione 24: Prodotto tra mcm e MCD
Dati a,b € N, si ha che:
mem(a, b) - MCD(a, b) = ab

Dimostrazione:

e Sea=0Vb=0, allora:

mem(a,b) =0 = mcem(a,b) - MCD(a,b) =0 = ab
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e Se invece a = b = 1, allora:
mem(a, b) - MCD(a,b) =1-1=1=ab

e Supponiamo quindi che a,b > 2. Per il teorema fondamentale dell’aritmetica, a e b
sono esprimibili come una fattorizzazione in numeri interi primi. Poniamo quindi:

a::Hp“P b:= Hpbp

pEP peP

dovepta = a,=0eptb = b, =0 (ossia tale numero intero primo non
compare nella loro fattorizzazione)

e Poniamo inoltre d := MCD(a,b) e m := mcm(a,b), che per loro definizione corri-

spondono a:
d — Hpmin(ap,bp) m = HpmaX(ap,bp)
p€EP peP

e A questo punto, osserviamo che:

min(ay,, b,) = a, <= max(ay,b,) = b,

e Quindi, il prodotto tra d e m corrisponde a:

dm = Hpmin(apvbp) . Hpmax(%abp) — Hpap""bp — Hpap . Hpbp = ab

p€eP pEP peP peP p€EP

Osservazione 21

Dati aq,...,a, € Ndove n > 2 € N, non é detto che:

mem(ay, .., a,) - MCD(ay,...,a,) =ay-...-ay,
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4.8 Teorema cinese del resti

Lemma 2: Numeri coprimi ed mcm

Dati aq,...,a, > 2 € N, si ha che:

MCD(a;,a;) =1,Vi# j € N = mem(aq,...,a,) =a1-...-ay

Inoltre, due elementi a,b € N | MCD(a,b) = 1, definiamo tali elementi come copri-
mi

Dimostrazione:
e Datiay,...,a, > 2 € N, per il teorema fondamentale dell’aritmetica si ha che:
a a A, 1
a=[]pr a=]]p= ., a=]]p""
peP peP peP
e Poiché ay, ..., a, sono coprimi tra loro, si ha che

MCD(a;,a;) =1,Vi#jeN = VpeP,p|la; = pta;,Vi#jeN

e Di conseguenza, per ogni esponente a;, > 0 si ha che a;, = 0,Vj # ¢, da cui ne

segue che:
VpeP,ag,>0|a1,+...+an, =ar, =max(ap,...,anp)
e Ponendo m := mem(ay, ..., a,) abbiamo che:
m = Hpmax(alﬁp"“’anvp) = Hpal,p+--~+an,p = Hpal . Hpan =ai-... an
pelP peP peP peP
O
Lemma 3
Consideriamo la notazione z(mod ¢), indicante la classe [z] € Z,, dove g € N.
Dati ay,...,a, > 2 e posto m := mcm(ay, . .., a,), la seguente funzione ¢ ben definita

ed iniettiva

O Ly = Ligy X ... X Ly, : x(mod m) +— (z(mod ay),...,z(mod a,))

Dimostrazione:

r=2'(mod m) < ' —zxe€l(lm)=1I(a)N...NI(a,) <
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¥ —ax e l(a) x = 2/(mod ay)
) . ¥ —ax € I(ay) x = 2'(mod ay)
— ' —zxel(w),Vie[ln = _ =
¥ —axel(ay,) x = 2'(mod ay,)
O

Teorema 8: Teorema cinese dei resti

Dati ay,...,a, > 2 € N coprimi tra loro, dunque tali che MCD(a;,a;) = 1,Vi # j
edati 0 < b; < a; € N, Vi € [1,n], il seguente sistema di congruenze (se compatibile)
ammette un’unica soluzione

r = by(mod ay)
T = by(mod a
Jlz(mod m) | 2{ 2

xr = bs(mod ay,)

dove m := mem(ay, ..., a,) = ay-...-a, e dove x(mod m) indica la classe [z] € Z,,

Dimostrazione:

e Per il lemma precedente, la seguente funzione ¢ ben definita ed iniettiva

O Ly = Ligy X ... X Ly, : x(mod m) +— (z(mod ay),...,z(mod a,))
e Inoltre, posto m := mecm(ay, ..., a,), per il lemma precedente si ha che:
MCD(a;,a;) =1,Vi#j = m=ay-...-a,
e A questo punto, notiamo che:
|Zay X oo X L, | =2y |+ - )| = a1+ oo - ay = m = | L]
e Di conseguenza, poiché |Z,, X ... X Z,,| = |Z| e poiché ¢ & iniettiva, ne segue che

 possa essere iniettiva se e solo se € suriettiva.

Poiché ¢ é biettiva, concludiamo quindi che 3!z mod m tale che
¢(x mod m) = (by mod ay,...,b, mod a,)

implicando che x mod m sia I'unica soluzione del sistema.
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Esempi:

Consideriamo il seguente sistema:

x = 2(mod 3)
xr = 3(mod 5)
x = 2(mod T)

Poiché © = 2(mod 3) <= z = 2+ 3a,da € Z, sostituendo = = 2 + 3a dentro
x = 3(mod 5) otteniamo che:

2 4+ 3a = 3(mod 5)

Impostiamo la seguente equazione, dove le seguenti classi di congruenza appar-
tengono tutte a Zs:

24 3a] = 3] <= [2]+[3]la] = 3] <=

Quindi si ha che [a] = [2] € Z; <= a=2(mod 5) <= a=2+5b,IE€Z
Sostituendo z = 2 + 3(2 + 5b) = 8 + 150 dentro x = 2(mod 7), otteniamo che:

8 4+ 150 = 2(mod 5)

Ripetiamo quindi i passaggi analoghi a prima, stavolta lavorando in Zz:
8+ 150 = 2] <= [8] + [15][b] = 2] <=
< [15]b] = [2] = [8] <= [b] = [2] - [1] <= [o] = [1]
Quindi si ha che b =[1] € Z; <= b=1(mod 7) <= b=1+T¢c,Ic€Z
Infine, otteniamo che

2 =8+ 15(1+7c) =23+ 105¢c,Ic € Z <= z = 23(mod 105)

Notiamo come mem(3, 5,7) = 105. Difatti, z = 23(mod 105) é I'unica soluzione
del sistema:

23 = 2(mod 3)
23 = 3(mod 5)
23 = 2(mod 7)
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2. e Consideriamo il seguente sistema:

x = 6(mod 15)
{ x = 9(mod 20)

e Poiché 15 e 20 non sono fattori primi, scomponiamo le due congruenze utiliz-
zando il teorema cinese dei resti, in particolare la funzione ¢:

r = 6(mod 15) <— z = O(mod 3)

z = 1(mod 5)

r = 1(mod 4)

= 9(mod 20
@ = 9(mo ) = { r = 4(mod 5)
o [l sistema iniziale, quindi, ¢ equivalente a:

x = 0(mod 3)
x = 6(mod 15) x = 1(mod 5)
x = 9(mod 20) x = 1(mod 4)
x = 4(mod 5)

e Notiamo come il sistema sia incompatibile, poiché
x = 1(mod 5) <= x # 4(mod 5)

dunque il sistema non ammette alcuna soluzione

3. e Consideriamo il seguente sistema:

r = 6(mod 15)
z = 11(mod 20)
x = 15(mod 21)

e Scomponendo in fattori primi si ha che:

z = 6(mod 15) <—> {
z = 11(mod 20) < {

r = 15(mod 21) <= {
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Il sistema iniziale, quindi, € equivalente a:

x = 6(mod 15) © = O(mod 3)
x = 1(mod 5)

r=11(mod 20) =
— 15(mod 21) x = 3(mod 4)
T e x = 1(mod 7)

Poiché z = O(mod 3) <= =z = 0+ 3a,3a € Z, sostituendo nella seconda
congruenza otteniamo che 3a = 1(mod 5). Lavorando in Z; quindi si ha che:

Ba] = [1] <= Blla] =[1] <

Dunque [a] = [2] € Zs <= a=2(mod 5) <= a=2+5b,3 € Z.

Sostituendo nella terza congruenza otteniamo x = 3(2 + 5b) = 6 + 150 <=
6 + 150 = 3(mod 4). Lavorando in Z4 si ha che:

[6 + 15b] = [3] <= [6] + [15][b] = [3] <=

Dunque [b] = [3] € Zy <= b=3(mod 4) <= b=3+4c,Ic € Z

Sostituendo nella quarta congruenza otteniamo = = 6 + 15(3 + 4¢) = 51 +
60c <= 51 + 60c = 1(mod 7). Lavorando in Z; quindi si ha che:

Dunque [c] = [2] <= ¢=5(mod 7) = ¢=5+7d,3d € Z.

Infine, otteniamo che
x =514+60(5+ 7d) =351+ 420d = = = 351(mod 420)

che risulta essere 'unica soluzione del sistema. Difatti verifichiamo che:

1= d
351 = 6(mod 15) 351 = O(mod 3)
351 = 1(mod 5)
351 = 11(mod 20) =—
351 = 15(mod 21) 351 = 3(mod 4)
= 15(m
° 351 = 1(mod 7)
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4. e Vogliamo calcolare le ultime due cifre di 3737. Poniamo quindi z := 37%" e
calcoliamo la classe di equivalenza x mod 100.

e Scomponiamo quindi 100 = 4 - 25 in modo da poter applicare il teorema cinese
dei resti:

— Calcoliamo la classe di equivalenza di x in Z4

2] = [37%7] = 37 = 1" = [1]

— Calcoliamo la classe di equivalenza di 2 in Zys
[2] = [37%7] = [37]°" = [12]7 = [12][12]" = [12][(12)*)"® = [12][144]"° =
= [12][19]"* = [12][-6]"* = [12][(~6)°]" = [12][36]" = [12][11]° =
= [1211)[(11)*)* = [12][11][121)* = [12][11][-4]* = [12][12][6] = [792] = [17]
e Impostiamo quindi il seguente sistema e procediamo applicando il teorema

cinese:
x = 1(mod 4)
x = 17(mod 25)

e Abbiamo quindi che x =1+ 4k = 1+ 4k = 17(mod 25):

1]+ [)[k] = [17] < [][k] = [16] < [k] = [16][4] '
< [k = [16][19] <= [k] = [304] < [k] = [4]
e Dunque k£ = 4(mod 25) = k=4+25] = x=1+4(4+25j) =17+ 100j

e Quindi concludiamo che z = 17(mod 100) e quindi che le ultime cifre di 3737
corrispondono a 17

5. e Vogliamo calcolare 'inverso di 193 in Zsasy. Per definizione, cio equivale a
calcolare 193z = 1(mod 240)

e Dato che 240 = 3 -5 - 16, applichiamo il teorema cinese dei resti

193z = 1(mod 3)
193z = 1(mod 240) <= < 193z = 1(mod 5)
1932 = 1(mod 16)

e Riduciamo le classi di equivalenza del sistema:

— Riduciamo 193z = 1(mod 3) in:

[193][z] = [1] = [U[z] =[1] = [2] = [1]
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— Riduciamo 193z = 1(mod 5) in:
[193]fz] = [I] = []fa] =[1] = [2]=[]"" = []=[2]
— Riduciamo 193z = 1(mod 16) in:

[193][z] = [1] = [U[z] = [1] = [2] = [1]

Riconduciamo quindi il sistema iniziale ad una versione semplificata sulla quale
possiamo applicare il teorema cinese dei resti:

193z = 1(mod 3) x = 1(mod 3)
193z = 1(mod 5) = { 2 = 2(mod 5)
1932z = 1(mod 16) x = 1(mod 16)

Quindi si ha che z =1+ 16k = 1+ 16k = 1(mod 3):

(1] + [16][k] = [1] <= [k] = [0][16]"" <= [k] = [0]

Dunque k =0+43j = x=1+4+16(0+3j) = 1+48) = 1+48j = 2(mod 5):

1]+ 48]l = [2] <= [[]=[B]" < []=[2

Infine j =2+ 5h = 2z =1+48(2+ 5h) = 97 + 240h — = = 97(mod 240)
[ Dunque [].97]_1 = [97] S 2240. le&ttl, in Z240 si ha che [193] [97] = [1]
Proposizione 25

Dati n,m € Z tali che m | n, si ha che:

r=y(mod n) = x = y(mod m)

Dimostrazione:

e Poiche m | n <= n = mk,k € Z, il risultato segue automaticamente dalla
definizione di congruenza:

r=ymod n) <= v=y+nh,h€Z = x=y+mkh <= z = y(mod m)

[]

Esempi:

1. e Consideriamo il seguente sistema:

r = 2(mod 12)
{ x = 4(mod 8)
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e Applicando il teorema cinese dei resti otteniamo che

(7= B
z = 4(mod 8) x = 4(mod 8)

e Poiché 4 | 8, per la proposizione precedente si ha che:

r =4(mod 8) = z=4=0(mod 4)

e Di conseguenza, il sistema risulta incompatibile poiché

x =2(mod 4) <= x # O(mod 4)

2. e Consideriamo il seguente sistemas:

x = 0(mod 12)
{ x = 4(mod 8)

e Applicando il teorema cinese dei resti otteniamo che

{ x = 0(mod 12) i i 8&223 i%
x = 4(mod 8) T ; 4(mod 8)

e Poiché 4 | 8, per la proposizione precedente si ha che:

r=4(mod 8) = z =4 = 0(mod 4)

e Di conseguenza, il sistema risulta compatibile, implicando che esso possa essere

ridotto in

x = 0(mod 3)
r=0(mod 4) <= {
x = 4(mod 8)

x = 0(mod 3)

{ x = 0(mod 12)
x = 4(mod 8)

x = 4(mod 8)

4.9 Piccolo teorema di Fermat

Lemma 4

Dato p € P e dato 0 < k < p si ha che:

|(7)

Capitolo 4. Elementi di Teoria degli Anelli

64



4.9. Piccolo teorema di Fermat

Dimostrazione:

e Poiché p € P, allora esso non potra essere semplificato dal denominatore, dunque si

ha che: | ( "
p p: p—1) p
= =p.- ———— =ph
(k) Hp-R TRk p‘(k)
dove kffg;_lx)! € 7 poiché per definizione di coefficiente binomiale si ha che (i) eN
m
Esempio:
7 7! 7-6-5-4-3-2 7
(3) 54 324302 2= ‘ (3)
Corollario 10
Dato p € P, dato dato 0 < k < p e dato [a] € Z,, si ha che:
(£) -l =0
Dimostrazione:
e Per il lemma precedente si ha che
p p
=ph,3h € Z
P|() = () -mae
e Di conseguenza, si ha che:
p
(1)l = ph- ] = il = Ol = (0,30 € 2
m

Lemma 5

Dato p € P e dati [a], [b] € Z,, si ha che:

([a] + [0])" = [a]” + [b]°

Dimostrazione:

e Dato il binomio di Newton (dimostrato nella sezione 3.6), sappiamo che:
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e Se invece 0 < k < p, per il corollario precedente sappiamo dato [z] € Z,, si ha che:

) = ) -0

e Di conseguenza, ogni termine della sommatoria, escluso il primo e 'ultimo, puo
essere ricondotto alla classe [0]:

= [b]" +[a]” + ) _[0] = [b]" + [a]”
k=1
O
Corollario 11
Dato p € P e dati [a4],. .., [a,] € Z, | n € N si ha che:
([(ll] + ...+ [Cbn])p = [al]p + ...+ [an]p
Dimostrazione:
e Caso base (n=1):
[a1]” = [a1]”
e Caso base (n=2):
(lar] + [a2])? = [a1]” + [aa]”
e Ipotesi induttiva:
([a1] + ...+ [a])P =[P+ ...+ [a,)P | n €N
e Passo induttivo:
(laa] + . 4 an] + ania])” = ((aa] + .- + [an]) + [ana])? =
= (laa] + .+ o))" + [ana]” = laa]” + .+ [an]” + [ania]"
O

Teorema 9: Piccolo teorema di Fermat

Dato il campo Z, dove p € P, dato [a] € Z, si ha che:

a’ = a(mod p)
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Dimostrazione:

e Caso base (a=0):

e Ipotesi induttiva:

e Passo induttivo:

@+ 17 = (la] + 1])" = [a]” + 1] = [a]” + 1] = [a] +- [1] = [a + 1]

Corollario 12
Dato il campo Z, dove p € P, dato [a] € Z,, si ha che:

a?™* = aF 1 (mod p)

In particolare, se k = —2, si ha che:
a?? = a '(mod p)

dunque ¢ sempre possibile calcolare comodamente a™! € Z,

Dimostrazione:

e Per il piccolo teorema di Fermat, si ha che:
[a]” = [a] <= [a]*[a]’ = [d][a)" <= [a]™" =[d][a]" =

= [a]** = [d][a] ] = [T = [1[d]*" = [afTF =[]

Esempio:

e Vogliamo trovare [4]~! € Z;3. Per il corollario appena mostrato, si ha che:
471 =452 (mod 13) <= [4]7' = 4" = [4][4])"° = [4][4%)° = [4][16]* =

= [4][3]" = [4][B]*[3]° = [4][9][27] = [4][9][1] = [36] = [10]

Capitolo 4. Elementi di Teoria degli Anelli 67



4.10. Funzione totiente di Eulero

4.10 Funzione totiente di Eulero

Definizione 36: Funzione totiente di Eulero

Dato n € N, definiamo come ¢(n) come funzione totiente di Eulero, dove:

¢:N—=>N:n—|Z,|

Lemma 6

Dati i due anelli commutativi Z,, e Z,, dove MCD(m,n) = 1, si ha che:

la| € Z,, < la| €Z), [a] € Z]

Dimostrazione:

e Supponiamo che [a] € Zf,,, da cui ricaviamo che:

mn?

la] € Z,

mn

< 32 € Zpy | ax = 1(mod mn)

e Poiché¢ MCD(m,n) =1 = mcm(m,n) = mn, per il teorema cinese dei resti si ha
che:

ax = 1(mod m)

ar = 1(mod mn) < { < [a] € Z},,[a] € Z,

ax = 1(mod n)

Osservazione 22

Dati m,n € N dove MCD(m,n) = 1, si ha che:

p(mn) = p(m)p(n)

Dimostrazione:

*

e Per il lemma precedente, la seguente funzione f : ZF

biettiva, implicando che:

— 7, X Z; risulta essere

|2, X Ly = |2y, | - |Z] = o(m)ip(n)

mn‘ -

p(mn) = |Z,

Osservazione 23

DatipePe k # 0 € N, si ha che:

(") =p""(p-1)
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Dimostrazione:

e Per dimostrazione precedente, per ogni 0 < a < p*, si ha che:

[d] € Z, <= MCD(a,p") =1

Inoltre, poiché p € P, si ha che:

MCD(a,p*) =1 <= pta <= MmcZ|a=np

Simmetricamente, quindi, si ha che:

la] ¢ Z;). <= MCD(a,p*) #1 <= pla < mcZ|a=np

Consideriamo quindi i multipli di p compresi tra 0 e p* (escluso):
Ognp<pk — Ogngpk’l
da cui traiamo che la cardinalita degli elementi non invertibili in Z,x corrisponde a:

H :={la] € Zy | a] ¢ Zpy} = |H|=p"

Infine, quindi, concludiamo che:

o(p) = |Zy| = |Z2x| — |H| =p" —p* " =p" T (p—1)

n
Proposizione 26
Daton > 2 € N, si ha che:
1
e(n)=n H 1—-=
peP p
t.c. p|n
Dimostrazione:
e Per il teorema fondamentale dell’aritmetica si ha che:
EI!pl,...,pkEIP’,il,...,ikEN>0|n:p’f-...-p§f
e Poiché tali fattori sono tutti coprimi tra loro, si ha che:
o) =)o) =p i =1 P e — 1) =
n(p —1 M (pe — 1 1
:pl(Pl )__._Pk;(Pk ):nH (1__)
P Pk PP p
t.c. pln
n
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4.11 Ordine di un elemento di un gruppo

Definizione 37: Sottogruppo ciclico ed Ideale d’ordine

Sia GG un gruppo. Dato g € G, definiamo il sottogruppo ciclico (g) < G e l'ideale
d’ordine I(g) <Z come:

(9) ={g" |necZ}
I(g) ={ne€Zl|g"=e}

Dimostrazionai:

e HLG
— "= = ec g
— 99" E(g) = g =g""T" = g"T" € (g)
—g"€lg) = (") =g = g"Eg)

o [(g)<Z
—¢"=e = 0€ g
—nmel(g) = g"=g"=e = """ =g"-g"=ec = n+mel(g)
—nellg) = g"=(g")"=e'=e = -nel(g)

—nel(g,keZ = g*=(g")=e"=¢ = knel(g)

Definizione 38: Ordine di un elemento

Sia G un gruppo. Dato g € GG, definiamo 'ordine di g come:

Proposizione 27
Sia G’ un gruppo. Dato g € G, si ha che 3ld € N | I(g) = I(d) tale che
e d=0 = o(g) =400
e d>0 = o(g)=d

Dunque, o(g) corrisponde al piti piccolo esponente d tale che g? = e
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Dimostrazione:

e Poiché I(g) <Z e poiché Z ¢ un dominio ad ideali principali, si ha che 3!d € N |
I(g) = I(d).

e Di conseguenza, si ha che:
nmel(g) < g"=g" < g"-g"=9" 9" = e=g"" =
< m-nel(g)=1d) < m—n=dh,3h€Z <= d|m—n
e Consideriamo la funzione f : Z — (g) : n +— ¢", la quale risulta essere suriettiva per

definizione stessa di (g)

e Nel caso in cui d = 0, si ha che:
g"=9" <= d|m-n <<= 0|m—-n <=

< m-n=0k,JkeZ < m—n=0 < m=n
di conseguenza, si ha che f(n) = f(m) <= m = n,Vm,n € Z, implicando che f

sia anche iniettiva. Dunque, siccome f sarebbe una funzione biettiva, ne segue che

o(g) == [(g)| = [Z] = +o0

e Nel caso in cui d > 0, invece, si ha che d € I(d) = I(g) <= ¢ =e

VneZ,AqreZ,0<r<d|n=dqg+r =

s r

= ¢"=g""" =g = (g")g =g =g
e Poiché Vn € Z,3r € [0,d) | g" = ¢" ne segue che possano esistere al massimo d
potenze di g, implicando che |{g)| < d

e Consideriamo ora invece la seguente restrizione di f, ossia g := {0,...,d — 1} —
{g) :n—g"

e Considerando ancora il caso in cui d > 0 e presi 0 < m,n < d, da cui traiamo che
—d < m —n < d, si ha che:

gn:gm — gng—m:gmg—n — gm—nze —
< m—-nel(g)=I(d) < m—-n=dp,IpeZ

e Tuttavia, poiché —d < m —n < d, 'unica possibilitd ¢ m —n = 0, implicando che
m = n. Di conseguenza, si ha che g(n) = g(m) <= n =m,V0 < m,n < d,
implicando che g sia iniettiva, implicando a sua volta che:

o(g) =g <H0,....d=1}[=d
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e Infine, quindi, otteniamo che d > [(9)| < d = |{(g)| = d, implicando quindi che ¢
possa essere iniettiva se e solo se ¢ suriettiva, da cui concludiamo che g(z) = ¢* €

(9) V0 <z < d:
(9)=1{d" - 9"}
0
Osservazione 24
Sia G’ un gruppo. Dato g € G | o(g) < +oo e dato k € Z, si ha che:
g"=e = olg) | k
Dimostrazione:
e Sia d := o(g). Dalla definizione stessa di I(d), si ha che:
d"=e = keclld = k=dn,ncZ = d|k
O
Corollario 13
Sia G un gruppo con cardinalita finita. Dato g € G si ha che
o(g) = [(9)] < |G| < +o0 = o(9) | |G| = ¢“T=¢
Attenzione: se o(g) = +oo allora o(g) £ |G|
Dimostrazione:
e Dato d :=o(g) := |{g9)| < |G| < +o0, per il teorema di Lagrange si ha che:
0o(9) | 1G] = d||G] = |G|=dk,FkeZ = ¢ =g"=(¢")' =" =¢
0

Corollario 14: Piccolo teorema di Fermat (II dim.)
Dato il campo Z, dove p € P, dato [a] € Z,, si ha che:

a? = a(mod p)

Dimostrazione:

e Se [a] = [0], allora abbiamo che [a]? = [0]

e Poiché Z, ¢ un campo, si ha che Z* = Z, — {0}, implicando che ’Z;; =p—1
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e Di conseguenza, dato [a] # [0] € Z si ha che:

— 0% =] = @ =) = [Pl =[] = [df = [d]

o(a) |

Z,

Teorema 10: Teorema di Eulero

Dati a,n € N tali che MCD(a,n) = 1, si ha che:
a?™ = 1(mod n)

dove p(n) ¢ la funzione totiente di Eulero

Dimostrazione:

e Per dimostrazione precedente, si ha che:

MCD(a,n) =1 <= [a] € Z}

e Di conseguenza, si ha che:

o(a) | 1Z;| = la]*' = [1] = [a]?"™ =[]

O
Proposizione 28: Gruppo ciclico
Sia GG un gruppo con cardinalita finita. Dato g € G si ha che
o(g) =gl =G| <= {9) =G
In tal caso definiamo G come gruppo ciclico
Dimostrazione:
e Poiché (g) < G = (g) C G, per definizione stessa di insieme improprio si ha
[(9)| =G| <= (9) =G

O

Corollario 15
Sia G un gruppo. Dato g € G, si ha che:

ge G — go(g)fl — gfl
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Dimostrazione:
e Siccome g € G* <= dg~! € G, allora:

go(g) =1 «— go(g)gfl — gil — go(g)fl — gil

Lemma 7

Sia G un gruppo. Dato g € G, si ha che:

geG = o(g)=o(g")

Dimostrazione:

e Siccome g € G* <= Jg~! € G, allora:
(e = () =9"€g
e Analogamente, si ha che:
g"elg) = ¢"=(g 1) " e(g")
e Di conseguenza, si verifica che (g) = (¢7!) = o(g) = o(g™!) O

Lemma 8

Sia GG un gruppo finito e k € Z, per ogni g € G si verifica che:

o(g") | o(g)

Dimostrazione:
e Dimostriamo che (g*) < (g)
— (") e(d’) = (") =d"c(9) = (¢*) C(9)
() =g"=ec <gk>
— (@) (g™ € {g) = (¢")"(¢")™ = g"gFm = gt = (gF)t T € (g)
— (") e(d) = (")) =" e(d")

e Di conseguenza, per il teorema di Lagrange si ha che

(g T Ha)| <= o(g") | olg)
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Lemma 9

Sia G un gruppo finito. Dati g,h € G | gh = hg, si ha che:

Tlolgh) e olgh)[m

dove m := mem(o(g), o(h)) e d := MCD(o(g), o(h)).
In particolare, se d = 1, allora o(gh) = o(g)o(h).

Dimostrazione:
e Per definizione stessa di m := mcm(o(g), o(h)), si ha che

o(g) | m,o(h) |m <= o(g)-p=m=o0(h)-q,Ip,q €L

e Siccome per ipotesi gh = hg, si ha che:

(gh)™ =gh-...-gh=g"h™ = 90(9)-ph0(h)~q — (90(9))p(h0(h))q — Pl — ¢ —
m volte

— m ¢ I(gh) = I(o(gh)) = o(gh) | m

e Inoltre, abbiamo che

g (gh)O(gh) =gh-...-gh=g°9posh) — ¢ = gelapelah) — golgh) —
—_——

o(gh) volte

e Per il lemma precedente, abbiamo che
o(g°™) | o(g), o(h=") | o(h)

e dato che ¢°@") = p=°9")  otteniamo che

o(g”™) | o(g), o(h=9M) | o(h) = o(g°M) | o(g), 0(¢”“™) | o(h) = o(g”™") | d

dove d = MCD(o(g), o(h))

e A questo punto, notiamo che:

m d m m m
d

. — = — | —
4 o) o) o)

o(gh

e Inoltre, ponendo k := ¢°9") abbiamo che

o(g°9M)o -0 o o o
q (g°9")o(gh) _ gk (gh) — (g (gh)>k — ok — o — o(g) | o(yg (gh))o(gh)
e analogamente che:

po@”)oloh) — (polgh))o(g” M) — (golgh))o(e”™) — polk) — ¢ —s

= o(h) | —o(g°M)o(gh) == o(h) | o(g”"")o(gh)

di conseguenza si ha che m | o(g°9")o(gh)
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e Quindi, d5 € Z tale che:
olg"™™M)olgh) =mj = olgh) =~ J = Sy | oloh)
e Infine, per transitivita si ha che:
7 | oy gy | o) = 5 Lelgh)
e Per 'ultima affermazione notiamo che se d = 1, allora:
7 olgh) = m]o(gh)
di conseguenza, poiché m,d € N, per anti-simmetria (sezione 3.2) si ha che:
m | o(gh),o(gh) | m <= m = o(gh)
e Dunque, per il teorema fondamentale dell’algebra, se d = 1 si ha che:

o(gh) = m = o(g)o(h)

[
Proposizione 29
Siano ny,...,n; # 0 € N | MCD(a;,a;) <= i # j esia N := mem(ng,...,ng) =
Dato [a] € Z;,, dove m := mcm(oy,...,0x) e dove o, := o([a]) nel gruppo Z; ,¥0 <
h < k, posto o := o([a]) nel gruppo Z;, si ha che:
o =m :=mecm(oy,...,0)
Dimostrazione:
e Per il teorema cinese dei resti, abbiamo che:
a® = 1(mod ny)
a’°=1(mod N) <= ¢ : =
a® = 1(mod ny)
010
= < <= m:=mem(0y,...,0;) | 0
ok | o
e Inoltre, poiché m := mcm(oy, ..., 0x), abbiamo che:
01| m a™ = 1(mod ny)
= < a" =1(mod N) = o|m
ok | m a™ = 1(mod ny)
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e Poiché o,m € N, per anti-simmetria (sezione 3.2) si ha che:

olmm|o < o=m

Proposizione 30

Dato l'anello commutativo Z,, dove n > 2, si ha che o(n — 1) =2

Dimostrazione:
e Dalle proprieta dei moduli ne segue direttamente che:

n—12=n>-2n+1=0-2-0+1= 1(mod n)

e Di conseguenza, otteniamo che:
2=on—1k,k€Z = o(n—1)]2 = o(n—1) €{1,2}
e Poiché (n —1)! =n — 1(mod n) en >2 = n — 1> 1, ne segue necessariamente
che n — 1 # (mod n) e di conseguenza che o(n — 1) # 1.

e Dunque, 'unica possibilita ¢ che o(n — 1) = 2

Corollario 16

Dato l'anello commutativo Z,,, dove n > 2, si ha che |Z}| = 2k, k € N, ossia che |Z}] ¢
sempre pari

Dimostrazione:

e Per la proposizione precedente e il teorema di Lagrange, ne segue automaticamente
che
oln—1)=2ANo(n—-1) |2} = 2||Z;| = |Z,|=2k,k€Z

e Poiché la cardinalita di un gruppo non puo essere negativa, ne segue necessariamente
che |Z}| =2k, k € N
O
Esempio:

e Vogliamo trovare tutti gli inversi di Zs; e il loro ordine, determinando se Z,; sia un
gruppo ciclico

e Dato g € Zs, sappiamo che g € Z5, <= MCD(a,21) = 1 (sezione 4.5). Dunque
abbiamo che:

Zsy = {[1], 2], [4], 5], [8], [10], [11], [13], [16], [17], [19], [20]} == [Z3,| = 12
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4.11. Ordine di un elemento di un gruppo

e Dato g € Z3,, per Lagrange abbiamo che o(g) puo essere solo un divisore di |Z3,],
riducendo i tentativi necessari a trovare l'ordine di ogni elemento da 21 a 6:

o(9) [ 12| = olg) |12 = o(g) € {1,2,3,4,6,12}

e Ricordando che g7! = ¢°@=1 e che o(g) = o(g™'), calcoliamo gli ordini dei vari
invertibili in Zs; trovati:

=1 = { Ff][l]l) =1

= [1° =1
- [P =[64] = 1] = { ([)2(][?]1):[2]5 -y { 01(5}]1):[623]
SUP=Rr= =0 = { 04(][%]1) _[2]2 — (g { Fl(g?p: [4]
PP =P =E =] = { [05(][5]1)__[;5 —nn { Ff%ﬂl)_— [g]
- == = { =2
— [10)° = [10°]* = [13* = 1] = { 01(([)]19]1)_:[10]5 T { 01(5?]1)—: [?0]

- o([13]) =2
“tr =10 = { B T g

, o [20]) = 2
- 20 =[1] = { 20] 7" = [20]' = [20]

e Poiché Aig € 73, | o(g) = |Z5,| = 12, concludiamo che Z}, non & un gruppo ciclico
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Gruppo Simmetrico

Osservazione 25

Una funzione f: X — Y : x — f(z) & invertibile se e solo se f & biettiva.
f invertibile <= f biettiva

dove l'essere invertibile equivale a dire che 3f~1:Y — X : f(x) — z

Dimostrazione:
e Siaf: X =Y :xw f(x)
e Sedf71:Y — X : f(x) — z, ossia f ¢ invertibile, allora

fl@)=fly) = (@) =F"(fl9) = z=y

dunque f é iniettiva

Analogamente, si ha che

VyeY,dre X |y=f(z)=f(f"()
dunque f é anche suriettiva, implicando che essa sia biettiva

Inoltre, poiché f = (f~1)~! anche f~! & invertibile e di conseguenza biettiva

Se invece f ¢ biettiva, allora

Vee X,AyeY | fl)=y = (') =y

di conseguenza, f € invertibile
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Definizione 39: Gruppo simmetrico

Dato un insieme X, denotiamo come Sy l'insieme:

Sx ={f: X — X|f é biettiva}
Inoltre, si ha che (Sx, o) & un gruppo.

Dimostrazione:

e Per natura stessa della composizione tra funzione si ha che

f,g,h € Sx = ho(gof)=hogof=(hog)of

e La funzione identita id : X — X : x — x & biettiva, dunque

Jid € Sx | Vf € Sx, foid =idof = f

e Poiché una funzione é biettiva se e solo se € invertibile, ne segue che

VfeSx,3f 1e€Sx | foft=ftof=id

Osservazione 26

Dato il gruppo simmetrico Sx, ogni f € Sx corrisponde ad una permutazione del
dominio X, poiché f : X — X & biettiva. Dunque, é possibile definire impropriamente
Sx come il "gruppo delle permutazioni di X".

In particolare, se | X| = n dove n € N, ogni f € Sy corrispondera ad una permutazione
di n elementi. In tal caso, denotiamo come §,, il gruppo simmetrico di ordine n,
la cui cardinalita corrisponde a |S,| = n!

Esempio:

e Data la permutazione o € Ss, possiamo utilizzare due notazioni per poterne
descrivere il comportamento:

Tramite grafo

g Tramite matrice
1 1

(123 45

2 2 ““\5 124 3
3 3
4 4
5 5
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Osservazione 27

Per comodita di scrittura, definiamo I’operazione binaria prodotto tra permutazioni
come:

28, xS, =S, (o,T)—>TO0C0
In altre parole, si ha che 07 := 0 o7 = o(7(x)), V.

Ovviamente, (S,,-) risulta essere un gruppo (non abeliano poiché per natura stessa
della composizione si ha che o1 # 70))

Esempio:

e Siano 0,7 € S5 tali che:
1 2 3 45 1 2 3 45
g = T =
5 1 2 4 3 5 31 2 4

e Per calcolare il prodotto tra le due permutazioni (dunque la loro composizione),
utilizziamo due metodi:

— Tramite grafo, considerando la composizione delle frecce rappresentanti le due

permutazioni
(o] T 1 (0]
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
3 3 3 |:> 3 3
4 4 4 4 4
5 5 5 5 5

— Tramite matrici, dove ci basta "allineare" gli elementi in input della seconda
permutazione con gli elementi in output della seconda. Il risultato del prodot-
to sara costituito dagli elementi in input della prima e gli elementi in
output della seconda.

(12345 (12345
J_<51243):>0_< 1243>:>m(12345)
(12345 (51243 45321
7(53124) 7(45321)
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5.1. Ordine di una permutazione

5.1 Ordine di una permutazione

Definizione 40: Ciclo di una permutazione

Sia 0 € §,,. Definiamo come ciclo di ¢ una sequenza di interi 1 < 4q,...,4, < n tutti
distinti tra loro tali che:

0‘(7;1) = 7;2, U(iQ) = 2.3, c.. ,O(in) = il

Definiamo come lunghezza del ciclo il numero di elementi appartenenti al ciclo.

Esempio:

e Consideriamo la seguente permutazione in o € Sy:
y— 1234567289
“\5 76923148
e Notiamo la presenza di tre cicli all'interno di tale permutazione:
- 1—5—2—7— 1 che abbreviamo come (1527)

— 3 — 6 — 3 che abbreviamo come (36)

— 4 — 9 — 8 — 4 che abbreviamo come (498)

Definizione 41: Decomposizione in cicli

Data o € S,, composta da k cicli, definiamo la sua decomposizione in cicli co-
me:

O=M7%2---Yk

dove v; ¢ un ciclo di o

Esempio:

e Considerando ancora l’esempio precedente, possiamo riscrivere o tramite la sua
decomposizione in cicli:

1 2 9
5 7

0689|a:< i 8) — o — (1587)(36)(498)

e Ovviamente, tramite una decomposizione in cicli ¢ possibile ricostruire la permuta-
zione associata:
8
7
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5.1. Ordine di una permutazione

Definizione 42

Sia 0 € S,,. Dati 1 < i < n, definiamo:
I(o,i):=={ne€Z|o"(i) =1}
I(o)={neZ|o"=1id}
dove:
e id ¢ la permutazione identica, dunque id = (1)(2)...(n — 1)(n)
o (I(o(i)),+) 2 (Z,+)
e (I(0),+)<(Z,+)

Dimostrazione:
o [(0,i)<Z:
— ao(i) =id(i) =i = 0 € I(o,1)

—m,n € I(0,i) = o™(i) =i=0"(i) = ") = o"(c™(i)) = o"(i) =
i = m+nel(oi)

—nel(oi) = o "i)=(c")"'(i) =1 = —n€l(o,i)
—nel(oi) = o"(i)=(c")*(i) =i,Vk € Z = nk € 1(0,i),Vk € Z

— Per gli ultimi due punti & necessario osservare che poiché ¢™(i) = i, allora
(0™)*(i) = i,Vk € Z, poiché i viene sempre mandato in se stesso

e Viene omessa la dimostrazione di I(¢) <Z poiché analoga a quella di I(c,7) <9Z

]

Lemma 10

Sia 0 € §, e sia 7, ...7 la sua decomposizione in cicli. Dato il dominio ad ideali
principali Z e dato i € y; | j € [1, k] si ha che:

I(0,i) = I(d))

dove d; ¢ la lunghezza di v;

Dimostrazione:

e Poiché Z ¢ un dominio ad ideali principali e poiché I(o,7) < Z, si ha che:
Ah eN | I(o,i) =1(h)

dove h := min(I(0,7)x0)
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5.1. Ordine di una permutazione

Sia i € (i19y . . .1q4,), dunque appartenente ad un ciclo di lunghezza d;. Per comodita,
supponiamo che ¢ = i1, poiché scorrere ’ordine degli elementi del ciclo non ne cambia
le proprieta (ad esempio: (2783) = (7832) = (8327) =...)

Se 0 < h < d;, si ha che:

0<h<dj = o"(i)=0(c""'(i) =0(in) =in1 = h ¢ I(0,i)

Nel caso in cui invece h = d, si verifica che:

h=d; = o"(i)=0%(i) =o(c% (i) = 0(ig,) =i =i => h € I(o,i)

e Di conseguenza, affinché I(o,7) = I(h), ne segue necessariamente che h = d;

Proposizione 31: Ordine di una permutazione

Sia 0 € S, e sia 7;...7 la sua decomposizione in cicli. Dato il dominio ad ideali
principali Z, si ha che:
I(o)=1(m) = o(oc) =m

dove m := mem(dy,...,d;) e dove dy,...,d; sono rispettivamente le lunghezze di
M-

Dunque, o(¢) corrisponde al minimo comune multiplo delle lunghezze dei cicli
di o

Dimostrazione:
e Per definizione stessa di I(o) e I(o,1), si ha che:
nel(o) < o"=id < ¢"(i) =,Vie [l,n] —
< ne€l(oi),Vie[l,n] <= nel(o,1)N...NI(o,n)

implicando quindi che I(0) = I(o,1)N...N1(o,n)

e Poiché Z ¢ un dominio ad ideali principali e poiché I(0)<Z, per il lemma precedente

si ha che:
I(o)=1I(o,1)Nn...NI(o,n) =1I(dy)N...NI(dg) = 1(m)
dove m := mem(dy, . .., dy)
O
Esempi:

e Data o € 57 tale che:

) = (13526)(47)

NSNS
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5.2. Segno delle permutazioni

L’ordine di tale permutazione risulta essere:

o(c) = mem(5,2) = 10

e Data o € S;5 tale che:

o= (12108 3)(117)(4 12 14 6)(13)(5 15 9)

L’ordine di tale permutazione risulta essere:

o(o) = mem(5,2,4,1,3) = 60

5.2 Segno delle permutazioni

Definizione 43: Segno di una permutazione

Sia 0 € §,,. Definiamo il segno di ¢ come:

+1 se |inv(o)| ¢ pari

sen(o) = (—1)m@) = {

—1 se |inv(o)| é dipari
Dove inv(o) é I'insieme delle sue inversioni:

inv(o) ={(4,7) |1 <i<j<m,o(i)>o(j)}
Definiamo o come pari se sgn(o) = +1, mentre come dispari sgn(o) = —1

Esempio:

e Sia 0 € S5 tale che

e L’insieme delle sue inversioni sara:
inv(a) = {(1’ 4>’ (27 3)7 (27 4)’ (27 5)7 (37 4)}

da cui otteniamo che sgn(o) = —1
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5.2. Segno delle permutazioni

Definizione 44: Trasposizione e Trasposizione adiacente

Definiamo 7; ; € S, dove 1 <7 < j < n, come trasposizione se:

J sek=1
Tiﬂ‘(k’): 1 sek::j
kE sek#ik+#j

In particolare, definiamo come 7; ; € §,, come trasposizione adiacente se j = ¢ + 1,
dunque avente 'effetto di scambiare due elementi adiacenti tra loro.

Lemma 11

Data o € S, si ha che:
1 S il,...,ik S n | O = Ti1i14+1 " -+« " Tipip+1

In altre parole, o puo essere espressa come il prodotto di k£ trasposizioni adiacen-
ti

Dimostrazione tramite esempio:

e Prima di tutto, osserviamo che dati o,7;; € S, tali che:

si ha che: . , .
= (aty oty Lot L o)

e Dunque, data o € S5 tale che:

abbiamo che:

1 23 4 1 2 3 4
g -~ Tag = —_—>O'.7'.7-: :\/
34 2 41 3 347123 2 1 4 3
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5.2. Segno delle permutazioni

:0777—1234:07777—1234—id
3423 T2 = {5 4 g BAT23TIL2Ta= | | 5 g 4 )T

e Di conseguenza, si ha che:
0'(7'3747'2737'1727'374) =id <—

— 0(7'3,47'2,371727'3,4)(7'3,472,37'1,27'3,4)_1 = id(7'3,47'2,371,27'3,4)_1 —

-1
— 0 = (73,472,371,273,4) <= 0 = T34T1,272,373,4

Proposizione 32
Datac e S, |o=m-... T, dove 7, := 7;,11 € Sy, si ha che:
sgn(o) = (=1)

dove k ¢ il numero di trasposizioni adiacenti che compongono o

Dimostrazione:

e Sia 7; = 7;,41. Allora si ha che:

1 ... 7 t+1 ... n
oT; = . ,
’ o1) ... oi+1) o) ... o(n)
e Lo scambio effettuato genera una di due situazioni possibili: viene creata una
nuova inversione oppure viene risolta un’inversione pre-esistente:

inv(e)U{(z,i+1)} se (i,i+1) ¢ inv(o)
inv(o) —{(i,i+1)} se (i,i+1) € inv(o)

inv(or;) = {

e Di conseguenza, si ha che

~1 = +1
linv(o7)| = linv(o)| £ 1 —> sgn(o7) :{ O - ziﬂgg — . =

= sgn(o7) = —sgn(o)
e Di conseguenza, se ¢ = 71 - ... T}, si ha che:
U(Ti"--'Tk)il:(Ti'---'Tk><Ti'---'Tk)71 :1d
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5.2. Segno delle permutazioni

e Poiché per definizione stessa di id si ha che |inv(id)] = 0 = sgn(id) = 1, ne segue
che:

1 =sgn(id) =sgn(o(ri-mo-m3-...-7) ) =sgn(c - Th-... T3 Tp-T1) =
= —sgn(o - Tp-... - T3-1) =sgn(o T ... 73) =...= (=1)F . sgn(o)
e Quindi, otteniamo che:

1= (-1)*-sgn(oc) = sgn(o) = (—1)

]
Corollario 17
Date 0,0’ € S, si verifica che:
sgn(oo’) = sgn(o) - sgn(c’)
Dimostrazione:
e Dataoc=m7-...-17p, e 0’ =7{-...-7], sl ha che:

sgn(oo’) =sgn(r ... 171 ... 1) = (=1)" = (=1)¥(=1) = sgn(0) - sgn(o’)

]

Corollario 18

Data o € S, si verifica che:
sgn(o™!) = sgn(o)
Dimostrazione:
1 = sgn(id) = sgn(oo™') = sgn(o) - sgn(o™') =

= 1=sgn(o) sgn(c™!) < sgn(o) =+1 =sgn(c™")

Definizione 45

Dato il gruppo S,, definiamo A, < S, come il sottogruppo alterno di ordine
n:
A, :={0 €S, |sgn(o) =+1}

Dimostrazione:

e sgn(id) =1 = ide 4,
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5.2. Segno delle permutazioni

e 0,7 A, = sgn(o7) =sgn(o)sgn(r)=1-1=1 = o7 € 4,

ecc A, = sgn(c!)=sgn(o)=1 = o '€ A,

Osservazione 28
Dato S,, e A, < S, si ha che:
o |A,|= %'
e [S,:A,]=2

Dimostrazione:
e Date 0,0’ € S, si ha che:
oc~o = o ldc A, <= sgn(o ) =1 =
<= sgn(o M) sgn(o’) =1 <= sgn(o) = sgn(o’)
e Di conseguenza, poiché sgn(o) = £1,Vo € S, e poiché sgn(id) = +1, esistono solo
due classi laterali sinistre:
— Laclasse [+1] :={0 € S, | 0 ~id}
— La classe [—1] :={o € S, | 0 # id}
dunque si ha che [S,, : A,] =2
e Infine, per il teorema di Lagrange, concludiamo che:

1Syl n!
Ayl = — s = —
4] (S, A 2

Proposizione 33

Sia ~ la relazione di coniugio (sezione 3.5) e siano 0,0’ € S, tali che:

® v ...7 € la decomposizione in cicli di o e dy, . ..dy sono le lunghezze rispettive
dei cicli

e 7, ...7, ¢ la decomposizione in cicli di ¢’ e d}, ... d) sono le lunghezze rispettive
dei cicli

In tal caso, si ha che:

k=nh
o~ = dy = dy
dy = d,
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5.2. Segno delle permutazioni

Dimostrazione:
e Supponiamo che o ~ ¢’, dunque Ja € S,, | ¢/ = aca™!
e Siay; = (i1...14) | j € [1,k] un ciclo di 0. Allora, Vi, € v, | ¢ € [1,d] si ha che:
o'(iy) = aca”(i,) <= o'aliy) = aca a(iy) <= oaliq) = ao(i,) =
' d
— od'a(iq) = ao(iy) = { ig1)  seq <

a(iq) seq=d

e Di conseguenza, o’ possiede un ciclo nella forma («a(iy),...,a(iq)). Applicando lo
stesso ragionamento con gli altri o, possiamo creare una corrispondenza biunivoca
tra i cicli di o e i cicli di ¢/, da cui otteniamo che h =k e che d, = d,, Vp € [1, k]

e Viceversa, supponiamo che o e ¢’ abbiano lo stesso numero di cicli e le stesse
lunghezze per ogni ciclo, dunque tali che:

U:(led1)<.]1jdk) a’:(al...adl)...(bl...bdk)
e Presa o € S, tale che:

a(il) =ay, ..., a(idl) = adma(jl) =0by,... 7a(jdk> = bdk

dunque tale che:

o= (i ... ig) .. Gi ... Jja)
A A
o = (@1 ce CLdl) ce (bl S jbk)

e Dato t € [1,n] e dato j € [1, k], quindi, si ha che:

I | aligs) set<d; [ appr se k < d;
aca”(ay) = ao(is) = { a(iq) set=d; | & se k =d;

aca Hay) = 0'(a;) = o~0

Esempi:

1. Date le seguenti permutazioni o, 0’ € Sg, trovare o € Sg tale che 0/ = aca™!:

o = (13)(254)(876) 6 7 8
6 7 3)

1
— e
o' = (25)(184)(376) “ ( 2
2. Date le seguenti permutazioni o, 0’ € Sy, trovare a € Sy tale che o/ = aca™!:

1
g =

3

1
I
0_(2

2 3
15

oo Ot

4
4

(4)(13)(2675) -
— o= ( 1

— o R
orT o N O

)
) — (7)(56)(1234)

w N O N
= oW W
oS ov N Ot
~N N 9
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5.2. Segno delle permutazioni

Osservazione 29

Sia ~ la relazione di coniugio. Date 0,0’ € S,,, si ha che:
o~o = sgn(o)=sgn(o)
Dimostrazione:

e Se o ~ ¢/, allora

Ja €S, |0 =aca™t = sgn(o’) = sgn(aca™") = sgn(a)sgn(c) sgn(a™?)

e Dunque, poiché sgn(a) = sgn(a™) = £1 = sgn(a)sgn(a™!) = 1, se segue che:
sgn(o’) = sgn(a)sgn(o)sgn(a™) =

son(o) — 1-sgn(o)-1=sgn(o se sgn(a) = 1
= Sg ( ) { (—1) . sgn(a) . (_1) _ Sgn(a) e Sgn(a) — —

— sgn(o’) = sgn(o)

m
Proposizione 34
Data o € §,, e data la sua scomposizione in cicli ¢ = ;... 7, si ha che:
sgn(o) = (=1)"
dove k ¢ il numero di cicli
Dimostrazione:
e Sia 0 € S, tale che
g = (21 idl)(idﬁ-l Zd2) (]1 jdk)
e Consideriamo una permutazione ¢’ € S, definita come:
U/:(l,... ,dl)(d1+1,...,d1+d2)) (n—dk—l—l,n—dk—l—Q, ,n—l,n):
2 3 ... 1 dy+2 ... di+1 ... ... n—dg+2 n—dy+1

e Poiché o e ¢’ hanno la stessa quantita di cicli ognuno avente la stessa lunghezza del
ciclo corrispondente, ne segue che o ~ ¢’. Di conseguenza, si ha che

o~0c = sgn(o) =sgn(c)

dunque, ci bastera trovare il segno di ¢’ per ottenere il segno di o
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5.2. Segno delle permutazioni

A questo punto, le seguenti d; — 1 trasposizioni otteniamo che:

O Tdy—1,dy " Td1—2,d1—1 " ---"T723"T12 =

=(1)(2)...(di—=1)(dy)(d1+1,...,d1+d3)) ... (n—dp+1,n—dp+2, ... ,;n—1,n) =

S\l 2 .od A2 o di 1 n— (D)1 L n—(dp+ 1)
e Ripetendo tale procedimento per ogni ciclo di ¢’, otteniamo la permutazione iden-
tica.
e Di conseguenza, il numero di trasposizioni componenti ¢’ corrisponde a:
k k k
> 1= -y 1=
7=1 7j=1 7j=1

poiché la somma di tutte le lunghezze dei cicli corrisponde ad n.

Dunque, poiché ¢’ ¢ composta da n — k trasposizioni adiacenti, concludiamo che:

sgn(o) = sgn(o’) = (~1)"*

Capitolo 5. Gruppo Simmetrico 92



Omomorfismi

Definizione 46: Omomorfismo

Date due strutture algebriche (G,-) e (H,®) dello stesso tipo (dunque entrambe mo-
noidi, gruppi, anelli, ...), definiamo come omomorfismo una funzione f : G — H
tale che:

flg-h) = f(g)® f(h),Yg,h € G

Attenzione: se le strutture algebriche presentano pitt operazioni binarie, é necessario
che la condizione di omomorfismo sia valida per ognuna di esse

Esempi:

e Dati i due gruppi (G,-) e (H,-), la funzione f : G — H ¢ un omomorfismo tra
gruppi se e solo se:

f(gh) = f(g)f(h),Vg,h € G

e Dati i due gruppi (G,-) e (H,+), la funzione f : G — H & un omomorfismo tra
gruppi se e solo se:

flgh) = f(g) + f(h),Yg,h € G

e Dati i due anelli (4,+,-) e (B,+,-), la funzione f : A — B & un omomorfismo tra
anelli se e solo se:

fla+0b) = f(a)+ f(b),Va,be A
f(ab) = f(a)f(b),Va,be A
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Osservazione 30
Dati due gruppi G ed H e un omomorfismo f : G — H, si ha che:
L f(le) =1n
2. flg™) =fl9)7 Vg €C
3. f(g") = flg9)F,Vg € G,Vk € Z

dove 1¢ ed 1y sono rispettivamente 1’elemento neutro di G ed H

Dimostrazione:

1. Dato g € G, per le proprieta del omomorfismo f ne segue che:
flg)=fa-9) = [le)fl9) = [(9)f(9)™ = fa)f(9)f(9)" =
= lp=[f(lg) lu = f(lg)=1n
2. Dato g € G, per le proprieta del omomorfismo f ne segue che:
fle) =1y = flg-g™) =1n = flo)flg™) =1n =
= flg ) =1u-flo)" = flg)=fl9)"
3. Dato g € GG e dato n € N, per le proprieta del omomorfismo f ne segue che:

") =15g-9----g9-9=f9)flg)-- . f9)flg) = flg)"

TV Vv
n volte n volte

A questo punto, dato k := —n € Z, tramite il punto 2) e il punto appena dimostrato
ne segue automaticamente che:

F@)=flg™) =g ") =Fflg) " =@ " =flo"=flg)"

O
Osservazione 31
Sia f : G — H un omomorfismo tra gruppi. Dato g € G | 0o(g) < +00, si ha che
o(f(g)) | o(g)
Dimostrazione:

e Dalle proprieta degli omomorfismi, ne segue automaticamente che:
F(9)°9 = f(g°9) = f(1e) = 1w = o(f(9)) | o(9)

m
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6.1 Isomorfismi, Endomorfismi ed Automorfismi

Definizione 47: Isomorfismo, Endomorfismo ed Automorfismo

Date due strutture algebriche G, H ed una funzione f : G — H, definiamo f co-
me:

e Isomorfismo se ¢ un omomorfismo ed é biettiva

¢ Endomorfismo se ¢ un omomorfismo e G = H, ossia ¢ un omomorfismo sullo
stesso gruppo

e Automorfismo se é un isomorfismo e un endomorfismo

Esempi:

1. e Dato n € Z, definiamo come radice n-esima dell’unita, ossia il numero 1,
un elemento z € C tale che 2" = 1.

e Come gia visto nella sezione 2.3, 'equazione z" = 1 dove z € C ammette n

radici. Di conseguenza, esistono n radici n-esime (2o, . .., z,—1) tali che 2}} =1,
- 27k

dove z,, ;= ¢€""n .

e Inoltre, poiché tutte le z; differiscono solo di k all’esponente, denotiamo ( :=
- 27 . . . . .
e’ , ottenendo quindi che ¢* = z; (tale operazione risulta essere pitt comoda
poiché ci permette di utilizzare le proprieta delle potenze)

e Definiamo quindi il seguente insieme:

H'={zeC|z"=1}={¢,....C" Y}

e dimostriamo che (H",-) < (C*,-):
—1=(" = 1€ H"
—zweH" < "=uw"=1 = 1=z2"w"= (zw)" = 2w e H"
—z€H" <= "=1 = )'=0G""'=1"'=1 = z'eH"

=1
e Definiamo inoltre la funzione f : (Z,,+) — (H",-) : [k] = (¥, la quale risulta
essere biettiva poiché |Z,| = |H™|.

e Posto [k] := [i] + [j] dove [i], [j] € Z,, si ha che:

kl=[i+[]j] &= i+j=k+nh,dheZ < i+j—nh=k

e Verifichiamo quindi che f sia anche un omomorfismo:
FUHDD) = F([K]) = ¢F = M7 = ¢ = P (¢ = ¢ = F[) (1]

e Dunque, f risulta essere un isomorfismo tra Z, e H™
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2. e Sia G un gruppo e sia g € G. La funzione f : (Z,+) — (G,-) : n — ¢" é un
omomorfismo:
fln+m)=g"""=g"g" = f(n)f(m)

e Supponiamo per assurdo che f non sia iniettiva e che o(g) = +00, implicando
che:
In#£m| f(n)=fim) = ¢"=¢" =

= lg=¢"=¢""=¢"" = Im-n#£0|¢g" "=1g = m-n#0cI(g)
e Tuttavia, come dimostrato nella sezione 4.11, abbiamo che o(g) = +o00 <=

I(g) = I(0) e poiche m —n #0 = m —n ¢ I(d) = 1(0), siamo giunti ad
una contraddizione. Dunque, I'unica possibilita ¢ che o(g) < +o00

e Dunque, concludiamo che f non iniettiva = o0(g) = +oc e di conseguenza
che o(g) < 400 = f iniettiva

3. Dato il gruppo (G,-) e g € G, la funzione f, : G — G : h + ghg™' ¢ un
endomorfismo:

fo(R) fy (') = (ghg™")(gh'g™") = ghW'g~" = f,(h})

Osservazione 32

La proiezione canonica al quoziente 7 : (Z,+,-) — (Zn,+,-) : © — [z] ¢ un omomor-
fismo suriettivo di anelli

Dimostrazione:

e Sappiamo gia che 7 sia suriettiva. Verifichiamo quindi che sia un omomorfismo di
anelli:
(@ +y) = [z +y] = [2] + [yl = n(z) + 7(y)

m(zy) = [zvy] = [z][y] = 7(2)7(y)

Osservazione 33

Se f : G — H ¢&un isomorfismo, esiste sempre 'isomorfismo inverso f~!: H — G

Dimostrazione:

e Se f: G — H ¢ un isomorfismo, dunque ¢ biettiva, allora 3f~! : H — G poiché
una funzione ¢ biettiva se e solo se ¢ invertibile. Inoltre, poiché (f~1)~! = f, anche
f~1 ¢ invertibile e dunque biettiva
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e Dati g,h € H, mostriamo che f~! sia anche un omomorfismo:
gh= f(f N1 (h) = gh=f((f(9(f(9) =
= [ gh) =T (F(F 9 (9) = fH(gh) =" (9)f ' (h)

Osservazione 34

Se f:G— Heg:H — K sono due isomorfismi, la loro composta go f : G — K &
un isomorfismo

Dimostrazione:

e Poiché la composizione di due funzioni biettive ¢ anch’essa biettiva, si ha che

h:=go f:G — K biettiva

e Dati z,y € G, mostriamo che h sia anche un omomorfismo:

h(zy) = g(f(zy)) = g(f(z)f(y)) = g(f(x))g(f(y)) = h(z)h(y)

Definizione 48: Relazione di isomorfismo

Date due strutture algebriche G ed H, definiamo la relazione di equivalenza "G ¢

isomorfo ad H", indicato come G = H, se e solo se esiste un isomorfismo f : G —
H.

G=H <= df:G — H isomorfismo

Dimostrazione:

e Per ogni gruppo G esiste 'automorfismo id : G - G : g — g

id(gh) = gh = id(g)id(h),Yg,h € G = G =G

e Se G = H allora:
G=H — df:G — H isomorfismo <=
< 3f': H — @ isomorfismo inverso = H = {
e Se G =2 H H = K allora:
G=H H=K = df:G — H isomorfismo, dg : H — K isomorfismo —-

— go f:G — K isomorfismo —= G =K
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Lemma 12

Sia f : G — G’ un isomorfismo tra gruppi (dunque G = G’). Dato g € G | 0o(g) < +o0,
si ha che:

Dimostrazione:
e Poiché f ¢ un omomorfismo, per dimostrazione precedente ne segue che o( f(g)) | o(g)

e Inoltre, poiché f é un isomorfismo, sappiamo che esiste sempre I'isomorfismo inverso

G -G
e A questo punto, ne segue che:
gV = [ (") = [T (9)V) = T (1w) = 1e = olg) | o(f(9))

e A questo punto, per anti-simmetria si ha che:

o(f(g)) | o(g),0(g) | o(f(g)) = o(g) = o(f(g))

O
Teorema 11: Isomorfismo tra sottogruppi ciclici
Sia f : G — G’ un isomorfismo tra gruppi (dunque G = G’). Dato g € G | o(g) < 400,
si ha che:
{9) = (f(9))
Dimostrazione:
e Sia h:(g) = (f(g)) : v~ f(z)
e Notiamo che:
h(za') = f(za’) = f(z) f(2)) = h(z)h(z)
dunque h risulta essere un omomorfismo
e Essendo f un isomorfismo (dunque iniettivo), ne segue che:
Ve,y € (f(9)) Wzx)=hly) = fla)=[fly) = z=y
dunque h risulta essere iniettiva
e Per il lemma precedente, si ha che
G=G = olg) =o(f(9) = Kl =I{f(9)
e Di conseguenza, poiché h ¢ un omomorfismo iniettivo e poiché |(g)| = |{f(g))|, ne
segue automaticamente che h sia un isomorfismo e dunque che (g) = (f(g))
O
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6.2 Nucleo ed Immagine di un omomorfismo

Definizione 49: Nucleo ed Immagine di un omomorfismo

Dato un omomorfismo f : G — H definiamo ker(f) come nucleo di f e im(f) come
immagine di f, dove:

ker(f) :={ge€ G| f(9) = lu}
im(f)={ye H| f(z)=y,3xv € G}
Inoltre, si ha che ker(f) < G e im(f) < H

Dimostrazione:
e ker(f) < G:
- f(lg) =1g = 1¢ € ker(f)

—z,y €ker(f) = f(z)=fly) =1 = [flzy) = f@)f(y) =1p-1n =
ly = xy € ker(f)

—zcker(f) = f(o)=1lyg = ly=17=fx) ' =fla!) = a'¢e
ker(f)
e im(f) < H:
- f(lg) =1g = 1y €im(f)

- méfé) im(f) = == f(g9),y=f(h) = wzy=[flg)f(h) = flgh) = wy €

—reim(f) = z=f(9) = 7' =f9)"' = flg7") = 27! cim(f)

Osservazione 35

Un omomorfismo ¢ iniettivo se e solo se il nucleo ¢ semplice, ossia ker(f) = {1¢}

Dimostrazione:

e Poiché ker(f) < G = 1¢ € ker(f), supponiamo per assurdo che f iniettiva e che
dr # 1g € ker(f):

g# 1o €ker(f) = f(g) =1u = f(lc)

contraddicendo l'ipotesi per cui f sia iniettiva, dunque 1'unica possibilita ¢ che

g # 1o € ker(f) = ker(f) = {1a}
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e Supponiamo invece che ker(f) = {1¢}. In tal caso, si ha che:
V9.9 € G, fl9)=f(d) <= [l9) flg) = fl9)7'f(¢) <=

= ly=[flg )f¢) <= lu=flg"'9)

implicando che g~'¢’ € ker f. Tuttavia, poiché ker(f) = {15}, necessariamente si
ha che g7'¢’ = 1¢ e dunque che g = ¢/, concludendo che f sia iniettiva.

O

Osservazione 36

Se f: A — B é un omomorfismo di anelli, allora:

ker(f) :={a € Al f(a) = 0s}
im(f):={be B| f(a) =b,Ja € A}

6.3 Primo teorema d’isomorfismo

Definizione 50: Sottoanello
Sia A un anello. Definiamo (B, +,-) < (4, +, ) come sottoanello se:
o (B,+)<(A,+)
e r.yc B — xyeB

Osservazione 37
Se f: A— B ¢ un omomorfismo di anelli, allora
o ker(f)<A

e im(f) < B sottoanello

Dimostrazione:

e Abbiamo gia dimostrato che ker(f) < G e im(f) < B.

e zcker(f),y€ A = f(vy) = f(x)f(y) =05 f(y) =0p = xy € ker(f)
o v,y €im(f) <= == f(a),y = f(b),3a,b € A = xy = f(a)f(b) = f(ab) =
ry € im(f)
0
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Teorema 12: Primo teorema d’isomorfismo

Se f: A— B ¢ un omomorfismo tra anelli, allora

Af¥er(f) = im(f)
Dimostrazione:
e Mostriamo che esiste ¢ : A/ ker(f) — im(f) : [a] — f(a) e che ¢ ben definita,
ossia che [a], [b] € A/ ker(f) | [a] = [b] = f(a) = f(b):

a] = [b] <= a=blmod ker(f)) <= b—a € ker(f) <
> Op=f(b—a)=f(b) - fla) <= fla) = f(b)
e Mostriamo che ¢ ¢ un omomorfismo sia un omomorfismo di anelli
o(la]) + ¢([b]) = fla) + f(b) = fa+b) = ¢(la+b])
e(la))e([b]) = f(a)f(b) = f(ab) = ¢([ad])
e Mostriamo che ¢ ¢ iniettiva poiché il suo nucleo & semplice:
[z] € ker(p) <= ¢([z]) =0p <= f(z) =0p <
= z €ker(f) <= z€[04] < [z] =[04] = ker(p) ={[04]}

e Mostriamo che ¢ é suriettiva poiché il suo codominio, ossia im(f), coincide con la
sua immagine, ossia im(yp):

y €im(p) = 3ld] € Afker(f) [ ¢([a]) =y =
< Jac Al fla) =y < yecim(f)
e Concludiamo quindi che ¢ : A/ ker(f) — im(f) ¢ un isomorfismo e dunque che

A/ ker(f) = im(f)

Capitolo 6. Omomorfismi 101



6.4. Sottogruppi normali

6.4 Sottogruppi normali

Definizione 51: Classi laterali sinistre e destre

Dati G gruppo e H < G, definiamo le seguenti due relazioni di equivalenza:

Trgy <= v 'ye H Trgy <= axy P €H

Definiamo come classi laterali sinistre le classi di equivalenza generate da ~, e
come classi laterali destre le classi di equivalenza generate da ~g,.

[)se ={y € G| 1 ~5y} [2]ar :={y € G |z ~p y}

(dimostrazione equivalenza analoga alla sezione 4.1)

Definizione 52: Insieme quoziente sinistro e destro

Dati G gruppo e H < G, denotiamo come G/H,, 'insieme quoziente generato da
~g € come G/Hy, I'insieme quoziente generato da ~ ;.

Nel caso in cui non sia specificato il pedice, ossia G/H, verra sottointeso che si tratti
di uno qualsiasi dei due insiemi quozienti, poiché irrilevante

Osservazione 38

Dati G gruppo, H < G e le due relazioni ~g, e ~g4,, si ha che:

[z]se =xH ={zh | h € H} []ge = Hr = {hx | h € H}

Inoltre, si ha che:
2H| = |H| = |Hal

(dimostrazioni analoghe alla sezione 4.1)

Osservazione 39

Dati G gruppo finito e H < G, si ha che:

Dimostrazione:

e Poiché sia G/H,, sia G/Hy, sono partizioni di G le cui classi laterali possiedono
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tutte la stessa cardinalita di H, si ha che:

Osservazione 40

La classe neutra, ossia generata dall’elemento neutro di G, ¢ sia una classe laterale
sinistra sia una classe laterale destra:

lglss =1l¢-H=H=H - 1¢ = [1¢]a

Definizione 53: Sottogruppo normale

Sia G un gruppo. Definiamo H come sottogruppo normale di G, indicato come
H 4G, se:

e HL(G

e Vr € (G si ha che tH = Hux, ossia la classe laterale sinistra di ogni elemento
coincide con la classe laterale destra dell’elemento stesso

Attenzione: tale condizione non implica che valga la commutativita tra elementi
di G ed elementi di H (ossia che valga gh = hg,Vg € G,Yh € H)

Proposizione 35
Sia GG un gruppo. Le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. HAG
2. Vg€ G,h € Hsihache ghgt € H
3.Vge G,he H,dk € H | gh=kg

Dimostrazione:
e 1l) = 3)

g€GheG = ghegH=Hg={kg|ke H — 3ke H|gh=kg

e 3) = 2)
gEGheHIkcH|gh=kg = ghg ' =kgg'! = ghg ' =kec H

¢ 2) = 1)
— Dato g € G, si ha che:
ghegH — ge G he H = xv:=ghg '€ H =
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— 1g=ghg 'ge Hg = xg=gh — ghe Hg — gH C Hg
— Analogamente, si ha che:
kgec Hg = g€ Ghe H —= Ig'cCG@ = y=g kg =g lkgec H
— gy=ygg '‘kg€ gH — gy=kg€ gH — kgc gH — Hg C gH

— Dunque, poiché Vg € G si ha che gh = Hg, ne segue che H < G

]
Osservazione 41
Se GG un gruppo abeliano e H < G, allora H < G
Dimostrazione:
e Poiché G ¢ abeliano e poiché k € H = k € G, ne segue che:
Vg€ G,he H3he€ H| gh=hg
dunque H < G
m

Proposizione 36

Se (G,-) é un gruppo e H 4 G, allora (G/H,-) ¢ un gruppo

Dimostrazione:
e Dimostriamo che il prodotto [z]|[y] = [zy] sia ben definito, ossia che [z] = [2'], [y] =
] = [yl = [="y]
— Poiché H < G e poiché [z] = [2'], [y] = [¢/], si ha che:
tH=Hzx=[z]=[2'] =2'H = Ha'
yH =Hy =[yl =ly] =y'H = Hy
— Di conseguenza, otteniamo che:
TyhedyH=[2y] = 3Fk,je H|2yh=xky)=
= (zh)y' = (jr)y = joy = 2'y'h € Hay = [zy]
e che:
zyb € xyH = [xy] = 3d,q € H | xyb = z(dy’) = (zd)y’ =
= (qz")y = qz'y = xyb € Ha'y = [2'y]
dunque il prodotto & ben definito
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e Dimostriamo quindi che (G/H,-) sia un gruppo
= ([@lwDlel = [2y][2] = [wyz] = [a]ly2] = [2]([y][2])
- Vlz] € G/H, 36l € G/H | [z][l¢] = [z - 1] = [2]
— Vlz] € G/H, Az € G/H | [a][2] ™ = [2][27] = [z [Le]

Corollario 19

Se (G, ) & un gruppo abeliano e H < G, allora (G/H,-) é un gruppo abeliano

Dimostrazione:

e Sappiamo gia che (G/H,-) ¢ un gruppo, dunque verifichiamo che valga la commu-
tativita:
[z],ly] € G/H = [x][y] = [zy] = [yz] = [y][=]

Osservazione 42

Dato G gruppo e H < G, si ha che:

G:H =2 = HJG

Dimostrazione:

e Supponiamo che [G : H] = 2, implicando che esistano solo due classi laterali sinistre
e due classi laterali destre. Poiché la classe neutra [lg|s, = H = [1g|ar ¢ condivisa
da entrambi gli insiemi quozienti, ne segue che:

G/He = {[1c], [z]}
G/Ha = {[Lc]. [y]}
e Poiché G/H ¢ una partizione di G, ne segue che:
z€r] <= 2¢ [lalw = [lglan <= 2 €[y

implicando quindi che [z] = [y] e di conseguenza che H < G

e In particolare, si ha che:

G/st:{HaG_H}
G/de:{HaG_H}
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Corollario 20
Dato S, si ha che A, < S,

Dimostrazione:

e Poiché A, < S, e poiché [S, : A,] =2 (sezione 5.2), ne segue che A4, I,

[
Osservazione 43
Se f: G — H ¢ un omomorfismo di gruppi, allora ker(f) < G e im(f) < H
Dimostrazione:
e Sappiamo gia che ker(f) < Geim(f) < H
e Verifichiamo quindi che ker(f) <4 G
g€ G heker(f) = flghg™) = f9)f(flg)™ = flg) 1u-fl9)™' =
= f(9)f(9)™" =1u = ghg™' €ker(f) = ker(f) <G
[

Teorema 13: Primo teorema d’isomorfismo

Se f: G — H ¢ un omomorfismo tra gruppi, allora:

G/ ker(f) = im(f)

Dimostrazione:

e Poiché ker(f) < G, sappiamo che (G/ker(f),-) sia un gruppo con l'operazione di
prodotto ben definita. A questo punto, la dimostrazione risulta essere analoga a
quella vista nel caso degli anelli (sezione 6.3)

]

Proposizione 37

Sia gruppo G e sia g € G. Posto d := 0(g), si ha che:

I

(o) {Z sed=0

Zg sed>0
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Dimostrazione:

e Riprendiamo il seguente omomorfismo di gruppi f : Z — G : n — ¢", gia visto negli
esempi precedenti

flnt+m)=g"" =g"g" = f(n)f(m)
e Di conseguenza, per il primo teorema d’isomorfismo si ha che:
Z/ ker(f) = im(f)
e Tuttavia, notiamo che:
im(f) ={f(n) [neZ}={g"|necZ}= g
ker(f) ={neZ|g" =1a} = I(g)

e Dunque, si ha che:

Z]1(g) = Z/ ker(f) = im(f) = (g)
e Poiché in Z si ha che: 31d >0 | I(g) = I(d) tale che:
—d=0 = o(g9) = [(9)| = +o0
—d>0 = o(g) =[(g)| =d
ne segue che:

Za:=7/1(d) = Z/1(g) = Z/ker(f) = im(f) = (g)

e In particolare, se d = 0, per ogni [z] € Z, si ha che:
y=[z] <= 2~y <= y—2€l(0) <
< rx—y=0k, k€l <— x—y=0 <<= =y

e Di conseguenza, ne segue che proiezione canonica al quoziente m : Z — Zg : © —
[z], la quale sappiamo gia essere un omomorfismo suriettivo, sia anche iniettiva,
risultando quindi in un isomorfismo

Ve,yeZl|xz#y = [z] # [y = 7(z) #7(y)
da cui concludiamo che:

(9) 220,20 =7 = (9) =7

e In definitiva, concludiamo che:

Zo =7 sed=0

(9) = im(f) = Z/ ker(f) = Z/I(g) = Z/I(d) = { 7, sed>0
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Corollario 21

Dato G un gruppo finito dove |G| = n, con n € N, si ha che:

dJgeGlolg)=n = G=1Z,

Dimostrazione:

e Supponiamo che dg € G | 0(¢g) = n. In tal caso, per la proposizione precedente, si
ha che:
o(g) =n = (g9) =7,

e Siccome (9) < G = (g9) € G e |H|(9) = |G|, allora ne segue che G = (g),
implicando quindi che:

Corollario 22

Se G ¢ un gruppo finito e |G| = p dove p € P, allora

G~17,

Dimostrazione:

Poiché |G| = p ne segue che 9g € G | g # 1¢.

Dato (g) < G, per il teorema di Lagrange, si ha che

1

116 =p — \<g>|={p

Poiché g # 1¢ = [(g)| > 1, ne segue che 'unica possibilita sia o(p) := |{(g)| = p.

e Di conseguenza, per il corollario precedente, ne segue che:

olg) =p = G={9) =%

Osservazione 44

Sia G un gruppo. Se H < G allora la proiezione canonica al quoziente 7 : (G,-) —
(G/H,-) :  — [x] & un omomorfismo suriettivo e ker(7) = H

Dimostrazione:

e Sappiamo gia che 7 : (G,-) — (G/H,-) : x — [z] sia un omomorfismo suriettivo
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e Verifichiamo quindi che ker(f) = H:

g€ker(m) <= w(g)=[l¢] <= lgl=[lcl=H < gelg]=H

O
Esempio:
e La funzione sgn : S, — {+1, —1} & un omomorfismo
sgn(oo’) = sgn(o) sgn(o’)
e Dunque, per il primo teorema d’isomorfismo, si ha che:

S,/ ker(sgn) = im(sgn)

e Inoltre, si ha che:

ker(sgn) = {0 € S, | sgn(o) = +1} = 4, 95, —

= [S, : ker(sgn)] =[S, : A, =2 = |im(sgn)| =2 = im(sgn) = {+1,—1}

6.5 Gruppi diedrali

Definizione 54: Gruppo diedrale

Definiamo come gruppo diedrale D,, il gruppo delle simmetrie di un poligono
regolare di n lati, dove con simmetrie intendiamo tutte le azioni che mantengono la
figura simmetrica, ossia:

e Rotazioni di un angolo giro (ossia 2%)

in senso antiorario (o orario, vista come
I'inverso di una rotazione antioraria)

2
p: rotazione antioraria di —
n

e Riflessioni a specchio rispetto agli assi di simmetria del poligono (ogni poligono
regolare possiede n assi di simmetria)

0;: riflessione rispetto all’asse di simmetria r;

Attenzione: il prodotto ¢ dato dalla composizione (dunque viene trattato come nel caso
delle permutazioni), ossia po(i) = p(o(i))
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Osservazione 45

Dato D,, effettuare n volte una rotazione riporta il poligono allo stato iniziale (poiché
n- 27” = 27), dunque

pn:pozl:>pn+k:pnpk:p0pk:pk

Analogamente, poiché un poligono regolare di n lati possiede solo n assi di simmetria,
si ha che:
Op =00 —> Optk = Ok

Osservazione 46
Per definizione stessa, ogni riflessione a specchio € uguale alla sua inversa.

Dunque, riflettere due volte rispetto allo stesso asse corrisponde alla simmetria neutra,
o 0
ossia p° =1

ai:cri_l — 0321

Esempi:

e Consideriamo il gruppo Ds, corrispondente alle simmetrie di un triangolo equilatero.

In tal caso, abbiamo che:

D3 = {17 P, /027 00,01, 02}

e Consideriamo il gruppo Dy, corrispondente alle simmetrie di un quadrato.

.\ T *
Y ! e
~ 'y ’
* 13 ’
AN 1 ’
1 r
S -
o,
St
AT
_________ fhananunan
LN
P N r1
, ' ~
# 1 .
e 1 .
S 1 *u
1 ~
. r
’ 1 0~
¢ 1
o] s
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In tal caso, abbiamo che:

D4 = {17 P, p2’ p37 00,01,02, 03}

Notiamo inoltre come in D, si ha:

3
p 01 =00
3 2 4 1 3 4
‘\ ‘I I’ ‘\ : l’ 3 \\ : l'
. : d g1 by : . p S : e
s M et M e
10 Pl N S
AR IR A IS PN
- 1 ~ - 1 - # I .
. 1 S P 1 Y .~ [ S
4 1 3 2 2 1
To
E che:
3 _
o1p = 02
3 2 4 3 1 2
~ H / . H . o S H e
RN B N PN
e M T i oot IR B e
LY PR PN
’ 1 -~ , 1 ~ e 1 ~
-’ ' ~ - N ~ ’ f -
I’ 1 ‘\ l’ ) \\ r' 1 \\
4 1 1 2 4 3
a2

Dunque, concludiamo che il prodotto non sia commutativo:

/)301 # Ulp3

Osservazione 47

Dato il gruppo D,, si ha che:

° pzp] — pi—i-j(mod n)
° 0,0, = pifj(mod n)
4 pin = Oj+4j(mod n)

o Uipj = 0j—j(mod n)
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Proposizione 38

Numerando i vertici del poligono, ogni simmetria corrisponde ad una permutazione
dei vertici, dunque si verifica che D,, é isomorfo ad un sottogruppo iniettivamente
incluso in S,

In generale, se a € D,,, ovvero una simmetria del poligono regolare di n lati, manda il
vertice ¢ nel vertice 7, allora la corrispondente permutazione o, € S,, mandera anch’essa
1in j

Esempio:

e Consideriamo il gruppo D3, numerando i vertici del triangolo corrispondente

In tal caso abbiamo che:
| = 1 2 3 (123 s (1
“\123 P=\2 31 r=\ 3
(123 o 1 2 3 o 1
°=\1 3 2 =\21 3 2=\ 3

Corollario 23

NN~ N
= W
N————

Dato il gruppo D,, e dato H,, C S,, dove:
H, ={0,€8,|0o=0a,3a€D,}

si ha che:

Dimostrazione:

e Posto H, := {0, € S, | 0o = a,Ja € D,,}, ogni simmetria in D,, corrisponde ad
una permutazione in H < §,,, dunque si ha che:

{a:aa:i»—>j

B=oy:jrsk = PBa =080y ik

e Inoltre, si ha che:

pa € D, = Fops € Hy | 050 = P = 050,
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e Definiamo quindi la funzione f : (D,,:) = (H,,") : @ — 04, la quale risulta essere
un omomorfismo poiché:

f(Ba) = 0pa = 0p0a = f(B)f(a)

e In particolare, f risulta essere suriettiva poiché

Vo, € Hy,,3a € D, | f(a) =0,

e Infine, poiché |D,| = |H,|, ne segue che f possa essere suriettiva se e solo se & anche
iniettiva, dunque f ¢ un isomorfismo

[]

6.6 Gruppo di Klein e Teorema di Cauchy

Definizione 55: Gruppo di Klein

Definiamo come gruppo di Klein (o gruppo quadrinomio) il pit piccolo gruppo non
ciclico:

Ky :={1,a,b,c}
dove si verifica che:
e i’ =0=c*=1 = o(a) =0(b) = o(c) =2
e ab=ba=c
e bc=cb=a

e ac=ca=b

Esempio:
e Consideriamo il gruppo D, := {1, p, 09, 01}. Notiamo come:
— pt= 0(2) =o0l=1
— POy = Opp = 01
— P01 =01p = 0p
— 0100 = 0901 = p

Dunque, concludiamo facilmente che Dy = Ky
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Proposizione 39

Se G ¢ un gruppo finito dove |G| = 4, si verifica che:

G = Z4 oppure G = Ky

Dimostrazione:
e Sia a # 1 € G. Per Lagrange, sappiamo che o(a) | |G| =4 < o(a) € {1,2,4}
e Come visto nella sezione 6.4, sappiamo che ¢ G ¢ cicliclo se:

daoeGlola)=4 = G=1Z,

e Ipotizziamo ora che non sia ciclico, dunque che fa € G | o(a) = 4, implicando
quindi che G = {1, a, b, ¢}, dove o(a) = o(b) = o(c) = 2. Verifichiamo che in tal caso
ab = c:

— Supponiamo per assurdo che ab = 1
ab=1 = b=a"'=a
il che é impossibile
— Supponiamo per assurdo che ab = a
ab=a = alab=a"'a = b=1
il che é impossibile
— Supponiamo per assurdo che ab = b
ab=b = abb ' =bb"! = a=1
il che é impossibile

— Siccome ab # 1, ab # a e ab # ¢, allora 'unica possibilita affinché valga la
chiusura del gruppo ¢ ab = ¢

e Analogamente, dimostriamo che ac = b e bc = a, concludendo quindi che:

G =K,

Teorema 14: Teorema di Cauchy

Sia G un gruppo finito. Dato un numero primo p € PP, si verifica che:

pl|G] = JgeGlolg)=p

In particolare, se |G| = ¢ € P, allora G ¢ ciclico poiché

JgeGlo(g) =q = |G| =0(9) = G =(g)
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Proposizione 40

Se G ¢& un gruppo finito dove |G| = 6, si verifica che:

G = Zg oppure G = S

Dimostrazione:

e Come gia visto, se 3g € G | o(g) = 6, allora G = Zg

Ipotizziamo quindi che G non sia ciclico, dunque che fig € G | o(g) = 6. Per il
teorema di Cauchy sappiamo che

—JaeGlola)=3 = o(a*) | o(a) =3,k #0 = o(a®) =3
~3peCGloB)=2 = =8

Notiamo che:

df=0df = ad'=d <= l=dda "=l = 0=j—i = j=i

e che
a'=df = o7 =0

Tuttavia, I'ultima affermazione risulta essere assurda poiché:

o(l)y=1 sei=j
o(pf) =3 sei#]

o =2 oy ={

di conseguenza si ha che 8 # o' 7.

Mostriamo inoltre che Sa = o?f:
— Supponiamo per assurdo che fa =1
fa=1 = a:B_l — a=0
il che é impossibile
— Supponiamo per assurdo che Sa = «
fa=a = =1
il che é impossibile
— Supponiamo per assurdo che Ba = o?

! = f=a

ba =«
il che é impossibile
— Supponiamo per assurdo che Sa = f3
fa=F = a=1

il che é impossibile
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— Supponiamo per assurdo che fa = o, implicando che o(Sa) = o(af):

*« (af)! = af

« (af)? = (Ba)(Ba) = ffaa = fPa? = o”

x (af)’ = (af)(ap)® = (af)a’® = a’f =8

« (af)! = (af)(af)’ = (af)f = af® = o

x (aB)’ = (af)(ap)! = (aB)a = o’

x (af)° = (af)(af)® = (af)a’f = f2a’ =1
(

dunque o(af) =6 = o(af) = |G| = G = (pa), ossia che il gruppo sia
ciclico, contro l'ipotesi che invece esso non lo sia.

— Quindi I'unica possibilita é che fa = o?f

e Concludiamo quindi che:

G = {170-/70527570‘6’0526}

e A questo punto, possiamo stendere una tavola di Cayley, ossia una tavola molti-

plicativa:

1 « a? B aB a?B
1 1 a o> B af o

« « a? 1 aB o?B B

a? | a? 1 a o’ B af

B B a?B aBf 1 o «

aB | af B B« 1 o?

a?Bl a8 aB B o« 1

e Ricordando le proprieta dei prodotti dei gruppi diedrali (sezione 6.5), si ottiene una
mappatura univoca o — p° e analogamente o' — ;. Cio implica quindi che:

G =Dy

e Inoltre, abbiamo visto che D3 = Hs < S3 dove

H3 Z:{UQES;g’O'a:CY,OéeDg}

e dove D3| =2-3=6¢]S,| =3 =6.

e Affinché I'isomorfismo esista si ha necessariamente che |H| = |Ds| = 6, implicando
quindi che
H3<83,|H3| = |83| =— G(=2D;3=2H=38;
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Esempio:

1. °

Vogliamo stabilire se Zg e Z7, siano isomorfi tra loro.

Prima di tutto, calcoliamo Zg e Zj,:
Zy = {[1], [2], [4], [5], [7], [8]}
2y = {1, 3], 51, 19, [11], [13]}

Notiamo quindi che |Z§| = |Z7,| = 6, implicando che essi siano potenzialmente
isomorfi tra loro.

A questo punto, calcoliamo gli ordini degli elementi:

L Ly
Elemento Ordine | Elemento Ordine
[1] 1 [1] 1
2] 6 13] 6
[4] 3 5] 6
[5] 6 9] 3
[7] 3 [11] 3
8] 2 [13] 2

Poiché entrambi i gruppi possiedono un elemento di ordine 6, per la proposi-
zione precedente si ha che

Z;gZ6AZT4gZ(3 — Z;gZ(;gZLL
dunque i due gruppi sono isomorfi tra loro

Vogliamo stabilire se Z3, e Z3, siano isomorfi tra loro.

Prima di tutto, calcoliamo Z3, e Zj,:
Loy = (1], [3], [7], [11], [13], [17], [19]; [23]}
Lo = (1] [71, [11], [13], [17], [19], 23], [29]}

Notiamo quindi che |Z3,| = |Z%,| = 8, implicando che essi siano potenzialmente
isomorfi tra loro.

A questo punto, calcoliamo gli ordini degli elementi:
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Ly
Elemento

Ordine

Elemento Ordine

*
Z30

[1]
5]
7]
[11]
[13]
[17]
[19]
[24]

1

NN DN DN

1]
17l
[11]
[13]
[17]
[19]
23]
[29]

1

ORI RN SO ORI

e Poiché gli ordini degli elementi sono diversi tra loro, per il teorema di isomorfi-
smo tra sottogruppi ciclici (sezione 6.1) risulta impossibile che Z}, e Z}, siano

isomorfl tra loro
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Polinomi

Definizione 56: Anello polinomiale

Dato un anello commutativo A, definiamo 'insieme dei polinomi aventi come coef-
ficienti elementi in A come:

Alz] :=={ap + a1z + ... + anz" | ag,...,a, € A,a, # 0}

Inoltre, A[z] risulta essere un anello commutativo

Dimostrazione:

e Dati due polinomi p(z), ¢(x) € Alz], dunque definiti come

p(z) = Z a;x’ q(z) = Z b;x’
=0 =0

abbiamo che:

e Nell’anello la somma & definita come:

max(n,m)

p(x),q(x) € Alz] = p(x)+q(x) = > (a;i+b)z’

1=0

e Nell’anello il prodotto ¢ definita come:

p(z),q(z) € Alz] = plz) - q(z) = (Z aibj:ch)

i=0 \ j=0

e Gli assiomi di associativita e commutativitd possono essere facilmente verificati
tramite la definizione stessa della somma
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e L’clemento neutro nella somma ¢ il polinomio neutro e(z) = 0, mentre nel prodotto
¢ il polinomio costante d(z) =1

e L[’eclemento inverso nella somma é:

Vp(z) € Alz], 3 - p(x) € Alz] | p(z) + (=p(z)) =0

e Per via della definizione data di polinomio, non esiste un inverso moltiplicativo.

Si pensi ad esempio a p(z) = x + 3. Tale polinomio non ammette inverso moltipli-
cativo poiché —= ¢ Alz].

Di conseguenza, A[x] non pud essere un campo.

Osservazione 48

Se K ¢ un campo, allora K[z]| ¢ un anello commutativo, poiché non ammette comunque
I’esistenza dell’inverso nel prodotto

Definizione 57: Grado di un polinomio
Dato p(z) € A[z| indichiamo il grado del polinomio come deg(p(x)), dove:
e p(x) =0 <= deg(p(z)) = —oo (polinomio nullo)
e p(x)=ap+ax+...+a,z" #0,a, #0 = deg(p(x)) =n

Definizione 58: Coefficienti direttori

Dato p(z) = ag + a1z + ... + a,z” # 0 € Alz], definiamo a, come coefficiente
direttore del polinomio

Proposizione 41

Ogni elemento a € A puo essere visto come un polinomio costante, ossia di grado
0:
Va € A,3a(x) € Alz] | a(x) = a <= deg(a(z)) =0

Dunque, si ha che A < A[z] sottoanello

Osservazione 49

Siano p(x), q(x) € Alz]. Si verifica che:

deg(p(z)q(z)) = deg(p(x)) + deg(q(z))
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Dimostrazione:

e Poiché il prodotto é definito come

p(x) - q(x) = Z (Z aibjx”j) = agby + aphrzt + . .. + apba™ ™

i=0 \ j=0

allora deg(p(z)q(x)) = deg(p(z)) + deg(q(z)) =n+m

Proposizione 42

Dato I'anello commutativo K[z], si ha che:
K[z = K* = K — {0}

dunque gli unici elementi invertibili di K [x] sono i polinomi costanti

Dimostrazione:

e Supponiamo per assurdo che Ja(x) # 0 € K|[z] | deg(a(x)) > 1 e che Ja(z)™* #0 €
Klx] | deg(a(z)™t) > 0, da cui otteniamo che:

deg(1) = deg(a(z)a(x)™") = deg(a(z)) + deg(a(x) ") > 1

giungendo quindi ad una contraddizione, poiché 1 € K —> deg(1) = 0. Dunque,
I'unica possibilita é:

deg(a(z)) > 1 = a(z) #0 ¢ K[z|*
da culi ricaviamo che

a(z) #0 € K[z]" = deg(a(z)) =0

e Supponiamo invece che deg(a(z)) = 0, implicando che

Jag #0€ K |a(r) =ay = Ja;' € K | apay' =1 =

da cui concludiamo che:

deg(a(r)) =0 = a(x) #0 € K[z|"
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7.1 Divisione con resto di polinomi

Teorema 15: Divisione con resto di polinomi

Dati a(x),b(x) € K[x] con b(x) # 0 allora

Fq(x), r(x) € Kla] [ a(z) = b(x)q(z) + r(z)

dove deg(r(x)) < deg(b(z))

Dimostrazione unicita (esistenza omessa):
e Supponiamo che

b(x)qi () +r(x) = a(r) = b(x)q2(x) + ra(2)
dove deg(ri(z)),deg(rs(z)) < deg(b(x)), da cui otteniamo che:

deg(ri(2)), deg(ra(z)) < deg(b(z)) = deg(ri(z) —ra(z)) < deg(b(z)

e Dunque si ha che:
b(@)qi(x) + r1(x) = b(2)g2(2) + 12(x) = b(x)[q1(2) — g2(@)] = r2(2) — 11 (2) =
= deg(ra(z) — ri(z)) = deg(b(z)) + deg(q1(z) — ¢2())

e Nel caso in cui deg(qi(z) — g2(x)) > 0, avremmo deg(ra(x) — r1(x)) > deg(b(x)),
contraddicendo l'ipotesi. Di conseguenza, 'unica possibilita ¢

deg(q1(z) — q2(7)) = —0 <= q(z) — @2(7) =0 <= q(z) = g(z)

e A questo punto, quindi, si ha che:
b(x)[q1(z) — q2(2)] = r2(z) = 11(z) = b(z) -0 =r1(2) —11(2) =
< 0=ry(x) —m(x) <= ri(z) =ro(x)

Esempio:
e Calcolo della divisione con resto di a(x) = 22+ 323 — 222 +x—4 e b(z) = 2 —x+1
+22% 432 222 42 -4 | +2? -z +1
=2zt 223 —222 222 +5r  +1
+52°  —dx? 4z —4
—5z%  +ba? bz

x? —4x —4
-2 4z -1
+3r -5
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Quindi concludiamo che:

20 +32° — 20+ —d= (2 —x+ )22 + 5z + 1)+ 3z -5

Metodo 2: Regola di Ruffini

Dati a(z),b(z) € K[z] dove b(x) = x — ¢,dc € K, & facile calcolare il quoziente
q(z) € Klx] e il resto r(x) = ry € K della divisione di a(x) per b(x):
1. Sia a(x) =ag+ ...+ a,z™ con a, # 0
2. Poiché deg(a(x)) = deg(b(z)) + deg(q(x)) = 1 + deg(q(z)) = deg(q(x)) =
deg(a(z)) — 1, allora

qz)=q+ ...+ Y

dove qq, . .., ¢,—1 sono dati da:
® Gn-1 = Qn
® (n—1-k = CQn—k T Qn—f
® g =cCqo+ aop

3. In formato grafico, riassumiamo tale concetto con:

(7% Ap—1 ce ap aop
c Cp—1 ... Cq1 | Cqo
‘ n-1 Gn-2 --- Qo ‘ To

Esempio:
e Calcolare la divisione tra a(z) = 2* — 32° + 2z — 5 e b(z) = 2 + 2
1 -3 0 2 | -5
-2 10 —-20 | 36
1 -5 10 —18] 31

—2

Dunque si ha che:
o' —32% + 22 — 5= (v + 2)(2* — 52® + 10 — 18) + 31
Teorema 16: Teorema del fattore
Dato p(z) € K|x] e dato c € K
plc) =0 <= z—c|p(x)

in tal caso, ¢ viene detta radice (o zero) del polinomio
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Dimostrazione:
e v —c|plx) = plc)=0

z—clp(x) = pr) = (= c)g(c) = p(c) = (c=c)g(c) =0

* p(c) =0 = z—c|px)
— Siano ¢(z) e r(x) il quoziente e il resto della divisione di p(x) per (z — ¢)
p(z) = (z = c)q(z) +r(z)
— Poiché per definizione stessa di divisione con resto tra polinomi si ha che
deg(r(z)) < deg(x — ¢), ne segue che:
deg(r(z)) < deg(z —¢) = deg(r(z)) <1 = r:=r(x) e K

— Infine, per ipotesi si ha che
0=plc)=(c—c)glc)+r = 0= (c—c)q(c) +1r =
= 0=0+7r = r=0

dunque, la divisione non ha resto, implicando che:

(x —c) | p(x)

Proposizione 43

Dato p(x) € K[x] | deg(a(z)) = n, allora a(x) ha al massimo n radici

Inoltre, se p(zr) € Clz|, allora, per il teorema fondamentale dell’algebra, esistono
esattamente n radici

Dimostrazione:

e Sia deg(p(x)) = n e siano per assurdo ¢y,...,¢, dove m >nec¢ #c¢; < i #j
tali che
p(ci) =0,V1<i<m

e Poiché un polinomio puo essere scritto come il prodotto di tutte le sue radici, si
verifica che:

r—c | p(x)
: :}(x—cl)-...'($_cm)|p(x)

N J/
-~

T —cm | p(2) q()

e Poiché deg(q(z)) = m, tale divisione risulta essere impossibile, poiché un polinomio
non puo dividere un polinomio di grado minore

]
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7.2 Proprieta dell’anello polinomiale

Proposizione 44

L’anello commutativo K[x] ¢ un dominio di integrita poiché vale la legge di an-
nullamento del prodotto

Corollario 24
Dato il dominio di integrita K[x] e dati p(z), ¢(z) € K|[z], si ha che:
I(p(x)) = 1(q(z)) <= p(z) =c-q(z),3c € K[z]

(dimostrazione nella sezione 4.3)

Teorema 17

L’anello commutativo K [z] ¢ un dominio ad ideali principali, dunque

Ap(x) € '] 1=1(p(x))

Dimostrazione esistenza:
o I C I(p(x))
— Sia p(z) # 0 € I del piu piccolo grado possibile.

— D‘ato‘a(x) EhI | a(x) = p(x)q(z) + r(z) si ha che deg(r(z)) < deg(p(zx)), da cui

a(z) = p(r)q(x) +r(r) € I = r(z) =a(x) —p(z)q(z) € 1

— Tuttavia, poiché p(z) ¢ il polinomio non nullo all’interno dell’ideale del piu pic-
colo grado possibile e poiché deg(r(z)) < deg(p(x)), ne segue necessariamente
che r(z) = 0.

— Dunque, si ha che:

o I(p(x)) €1
— Dato p(x)) # 0 € I del pin piccolo grado possibile, si ha che:

a(z) € I(p(z)) = a(z) = p(x)b(z),(z) € Kz] = alx) €1

poiché p(z) € 1
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Dimostrazione unicita:
e Se I = {0}, allora I = I(0)

e Sia invece p(z) # 0 € I del piu piccolo grado possibile tale che I = I(p(x)),
implicando che

Vq(z) € I'| deg(q(x)) < deg(p(x)) = q(x) =0

dunque non puo esistere un polinomio in I con grado minore di p(x)

Definizione 59: MCD di polinomi

Dati a;(z),...,a,(x) € K|x], definiamo d(x) € K[z] come massimo comun divisore
di a;(z),...,a,(x), indicato come d(z) := MCD(a4(x), ..., a,(x)), se dato k(z) € K|[z]
si verifica che

k(x)|a(x) N ANEk(x) | an(z) <= k(z) | d(z)

Proposizione 45: Identita di Bézout tra polinomi

Dati ai(x),...,a,(x) € K[z] e dato d(z) := MCD(a4(x),...,a,(z)), si ha che:

I(ay(x),...,a,(z)) = I(d(x))

In altre parole, si ha che:
Axi(z), ..., 20(2) €Z | ar(x)z1(x) + ... + ap(x)z,(2) = d(2)

che definiamo come identita di Bézout tra polinomi.

Definizione 60: mcm di polinomi

Dati aq(z),...,a,(x) € KJz], definiamo m(z) € K[x] come minimo comune mul-
tiplo di a;(z),...,a,(x), indicato come m(z) := mecm(ay(z),...,a,(x)), se dato
k(x) € K|[z] si verifica che

ar(x) | k(x) Ao ANag(z) | k(x) <= m(x) | k(x)
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Osservazione 50

Poiché K[x] ¢ un dominio dominio di integrita, sappiamo che

I(p(z)) = I(q(x)) <= p(x) =c-q(z),3c € K[z

Dunque, dati ay(z),...,a,(x) € Klz], si ha che d(z) := MCD(ai(x),...,a,(z)) ¢
m(x) := mem(ay(z),. .., a,(x)) possano essere ben definiti solo a meno di una costante
moltiplicativa non nulla.

Affinché valga l'unicita, quindi, basta imporre che i polinomi d(z) e m(z) abbiano
coefficiente direttore a,, = 1

Definizione 61: Polinomio monico

Dato a(x) = ag + ... + a,a™ € K[z], definiamo a(x) come polinomio monico se ¢
solose a, = 1

Proposizione 46: Prodotto tra mcm e MCD di polinomi
Dati a(z),b(x) € K|[z], si ha che:

mem(a(x),b(z)) - MCD(a(x),b(z)) = a(z)b(z)

(dimostrazione omessa)

Teorema 18: Radici comuni tra due polinomi
Dati ay(x),...,a,(x) € K[z] data ¢ € K, si ha che:
aj(c)=...=ap(c) =0 < d(c) =0

dove d(x) := MCD(ay(z),...,a,(x)) € K|x].

In altre parole, le uniche radici in comune tra due polinomi sono le radici del loro
MCD

Dimostrazione:

e Sia c € K tale che:

a;(c) =0,Vi € [1,n] <= (v —c¢) | a;(c),¥i € [1,n]

e Poiché d(x) : MCD(ay(z), ..., a,(x)), per definizione stessa si ha che:

(x—c)|ailc),Vie[l,n] = (v—c)|dx) < d(c)=0
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e Viceversa, sempre per definizione stessa di d(x) si ha che:
dc) =0 = (z—c¢) |d(x),d(x) | a;(z),Vi € [1,n] = (v —¢) | a;(x),Vi € [1,n]

]

Proposizione 47

Dato p(z) € K|x], si ha che:

p(z) elemento irriducibile <= p(z) elemento primo

Dimostrazione:

e Sappiamo gia che in un dominio di integrita si ha:
p(x) primo = p(z) irriducibile

(dimostrazione nella sezione 4.4)

e Dati a(x),b(x) € K[z], supponiamo che p(x) | a(x)b(z):

p(x) [ a(z)b(z) <= a(r)b(r) = p(z)k(z), Ik(z) € K[z]

e Se p(x) t a(x), si ha che d(z) := MCD(p(z), a(z)) = 1. Dunque, tramite I'identita
di Bézout otteniamo che:

Af(x), g(x) € Klz] [ d(x) = p(z) f(z) + a(x)g(x) =

= 1=p(@)f(2) +a(z)g(z) = b(x) = p(x)b(z)f(z) + a(z)b(z)g(x) =
= b(z) = p(2)b(z) f(x)+]a(2)b(z)]g(z) = b(x) = p(x)b(x) f(2)+p(z)k(z)g(r) =
= b(x) = p(a)lg(x) f(z) + g(2)b(z)] = p(z) | b(x)

e Analogamente, se p(z) { b(z) si ha che d(x) := MCD(p(x),b(x)) = 1. Dunque,

seguendo gli stessi passaggi otteniamo che p(zx) | a(x)

e Concludiamo quindi che se p(z) ¢ irriducibile, allora:

p(x) | a(x)b(zr) = p(x) | a(z) V p(z) | b(x)

Lemma 13

Dato p(z) € K|x], si ha che:

deg(p(z)) =1 = p(z) irriducibile
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Dimostrazione:
e Se deg(p(z)) = 1 allora

B deg(a(z)) = 0,deg(b(z)) =1 = a(zx) € C[z]*
p(x) = a(z)b(z) = { deg(a(z)) = 1,deg(b(z)) = 0 = b(z) € C[z]*

dunque p(z) é irriducibile

Proposizione 48
Dato p(x) € C|x], si ha che:

p(z) € Clz] irriducibile <= deg(p(z)) =1

Dimostrazione:
e Sappiamo gia che deg(p(z)) =1 = p(z) irriducibile
e Consideriamo quindi il caso in cui deg(p(x)) = 0, allora
deg(p(z)) =0 <= p(z) € C
dunque p(z) non puo essere irriducibile per definizione stessa
e Sia invece deg(p(z)) > 1. Per il teorema fondamentale dell’algebra si ha che:
J2e€Clp(z) =0 <= z—z|pr) <
= pla) = (z - 2)g(x), Jq(z) € Clt) =
= deg(q(x)) = deg(p(z)) =1 >0 = q(x) ¢ C* = Clz]"
dunque p(x) non puo essere irriducibile poiché deg((z—z2)) =1 = (x—2z) ¢ Clz]*
e q(z) ¢ Clz]".
e Dunque si ha che
deg(p(z)) # 1 = p(z) non irriducibile

che per contronominale implica che

p(x) irriducibile = deg(p(x)) =1

Proposizione 49
Dato p(x) € R|x], si ha che:
p(x) € Rz] irriducibile <= deg(p(x)) = 1 oppure deg(p(z)) =2,A <0

dove deg(p(z)) =2 = p(z) = az? + bx + ¢, A := b* — dac
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Dimostrazione:

e Poiché¢ R[z] C C|z], la dimostrazione in entrambi i lati dei casi con deg(p(z)) =1 ¢
analoga alla precedente

e Supponiamo quindi per assurdo che deg(p(z)) = 2,A < 0 e che p(x) non sia
irriducibile, implicando che:

Ja(z)b(z) € R[z] — R[z]" | p(x) = a(x)b(x) A deg(p(z)) = 2

— deg(a(x)) = deg(b(z)) =1 =

{ Je,deR|a(z)=cr+d = a(—c'd) =0 < (z+cd)|a(z)
3fgeR|bx) = fr+g = b(-fT"g) =0 < (z+['g) | b(z)

{ (z+c'd) | a(x),a(z) | plr) = (z+c'd) | p(x) <= p(=c'd) =0
(x4 f'g) | b(x),b(z) | p(z) = (z+ f'g) |p(x) <= p(—f'g)=0

dunque 71 := —c'd € R e 25 := — f~'g € R sarebbero le radici di p(z), contraddi-
cendo l'ipotesi per cui A < 0 = 1,29 € C —R.

Dunque, 'unica possibilita é:

deg(p(z)) =2,A <0 = p(z) € R[z] irriducibile

e Sia quindi p(x) :=ag+ ...+ a,z™ € R[z] C C[z] irriducibile con deg(p(z)) > 1. Per
il teorema fondamentale dell’algebra, 32 :=c+id € C | p(2) =0 <= (z—2) | p(x)

e Poiché ay,...,a, € R, si ha che:

Viell,n,3d; eR|a;:=dj+i-0=d; —i-0=a; = a; =a;,Vj €[l,n]

dunque, per le proprieta dei complessi coniugati (sezione 2.1), ne segue che:

pZ)=ap+...a,Z" =ap+...a4,2" =Ag+ ... Q2" =0y + ... 02" =

G+ .. -+a,2"=pz)=0=0 = p(z)=0 < (z—2) | p(x)

dove per definizione si ha Z = ¢ — ud

e Nel caso in cui d = 0, ne seguirebbe che z = Z, implicando che:
(z—2) [p < p) = q(x)(x - 2),3g(r) € R[z] =

= deg(q(z)) + deg(z — z) = deg(p(z)) > 1 =
— deg(q(z))+1>1 = deg(q(z)) >0 = q(z) ¢ K*

rendendo quindi tale caso ¢ impossibile, poiché altrimenti si avrebbe che p(z) non
sia irriducibile in quanto ¢(x), (r — z) ¢ K*
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e Sia quindi d # 0, implicando che z # Z:
(2= 2) | p(@), (¢ = 2) | pa) = (2 2)(—3) | pla) =
= 2 —Zr—z2x+2-Z|px) = 2 - Z+2)r+z2-7|plx) =
— 2* — (c—id+c+id)x+ (c+id)(c—id) | p(x) = 2* — 2cx + 4+ d* | p(z)
e Poiché p(x) & irriducibile, 'unica possibilita é:
2 —2cx + A+ d* | plz) = p(z) =k(2® — 2cx + &+ d?),3k € R[z]* = R* =
= p(v) = ka? — 2kex + ké® + kd*> = A = (—2kc)* — 4K* (P + d*) =
= A =4k’ — 4k — 4P = A= —4k*d* <0

O
Teorema 19: Fattorizzazione in polinomi irriducibili e monici
Dato p(z) # 0 € K[z], si ha che:
Ngr(z), ..., qu(z) 0 € K[z],FJe € K* | p(x) =c-q(x) - ... qr(x)
dove ¢1(z), ..., qx(z) sono polinomi monici e irriducibili
Dimostrazione esistenza:
e Supponiamo che deg(p(z)) = 1, implicando che p(z) = ax + b,Ja,b # 0 € K
e Poiché¢ a,b #0 = a,b€ K* = Ja ' b~! € K*, ne segue che
b
p(r) =ax+b = p(r)=a (x + —) — p(z) = alz +ba ")
a
dove a e deg(x —ba™') = 1 = (x — ba™') irriducibile, dunque esiste una

fattorizzazione di p(z) in polinomi monici ed irriducibili
e Sia quindi p(z) € K|z| | deg(p(x)) > 1 dove
Ja(z),b(z) € Ka] [ p(r) = d(z) f(z)

e supponiamo per ipotesi induttiva che a(z) e b(x) siano fattorizzabili in polinomi
monici ed irriducibili:

AN (z), ..., q(x) € Klz],Ic € K* |d(x) =c-q:(z) - ... qr(x)
Ngy(2),...,q(x) € K[z],3 € K™ | f(z) = - di(x) - ... - qi(x)
da cui ne segue che:
p(r) =d(@)f(x)=c-qz) ... q@) - q(z) ... q(z) =
=) aq@) - a(@) - q) ... q2)

dunque p(z) é fattorizzabile in polinomi monici ed irriducibili
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Dimostrazione unicita:
e Se deg(p(z)) =0 allora Jlc € K* | p(z) = ¢

e Sia quindi deg(p(z)) > 0. Notiamo inoltre che dato p(z) := ag + a1z + ... + a,z",
affinché la fattorizzazione possa essere in polinomi monici ed irriducibili ne segue
necessariamente che ¢ = ¢ = a,.

e Supponiamo quindi che esistano due fattorizzazioni possibili in polinomi monici ed
irriducibili per p(z):

coq@) (@) =pla) =d-q(a) - ggle) =
coqu@)..oaqe(m) = dia) - dh(e) = @) [ql@) .. (o)
e Tuttavia, poiché ¢ (z) irriducibile se e solo se & primo, ne segue che:

(). (@) [ (@) V...V a(e) | g(e)

e Per comodita, assumiamo che ¢} (z) il polinomio per cui ¢;(z) | ¢} (z):

a(2) | ¢ (z) <= ¢ (z)=d-q(z),Id e K* =

coqu(@) - qe@) = doq(x) () =
— C'QQ(@")'---'“%(%)Z%:c’-d-qé(x)-...-q§(x)

e Poiché deg (f}%) < deg(p(x)) possiamo concludere che k = k e, a meno di riordinare

i fattori, possiamo assumere che ¢x(7) = ¢5(2), ..., qr(x) = ¢j(x)

]

Teorema 20

Sia p(z) = ag + ...a,z™ € Z[z] dove ag,a, # 0. Se ¢ € Q ¢ radice di p(z) e

Z
IVIC])((], b) = 1, allora
<—> =0 = alapb|a,
p b 07

e di conseguenza che:

atayVbta, = p(%)#o

Dimostrazione:

e Supponendo che ¢ € Q | p (%) = 0,MCD(a, b) = 1, ne segue che:

O=p(%>=ao+a1-<%>+...+an-(%>n —

= b"«O:b"(a0+a1«<%>+...+an~(%)n> -
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— O0=qb"+...+a,1-a" - b+a,a" =
— qua" = —ah" — ... —ap_q-a" b =

n—1

1
:>ana”-g:—aob”’l—...—an,l-a — b|aa”

e Poich¢ MCD(a,b) =1 = MCD(a",b) = 1, allora
b|a,a" = b|a,
e Analogamente, seguendo gli stessi passaggi arriviamo a dimostrare che MCD(a, b) =
1 = MCD(a,b") =1 implica che

a|ah” = alap

Esempi:

e Dato p(x) = 2° — 192 — 30, se ¢ € Q fosse soluzione, allora

p(%) — a[30,b]1

quindi le uniche soluzioni possibili di p(z) possono essere:

z = 41,42, 43, £5, 46, +10, £15, 30

e Dato p(x) = 6z — 112* + 62 — 1, se § € Q fosse soluzione, allora

p(%) — a|-1,b|6

quindi le uniche soluzioni possibili di p(z) possono essere:

1 1 1
g=41,4+=, £, 4=
27376

7.3 Polinomi in Z,

Lemma 14

Dato p € P, si ha che:

H (x —a) =2"! — 1(mod p)

0<a<p
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Dimostrazione:
e Sia q(x) := 2P~ — [1] € Z,,. Per il piccolo teorema di Fermat, dato 0 < a < p si ha

che:
a’ ' =1(mod p) = a’ ' —1=0(mod p) =

— ¢([a]) = 0(mod p) <= = —la] | q(x)

e Dunque, si ha che:
v—[a]|q(x),Y0<a<p = [] (@—Ia])]glx) =
0<a<p

= q@)=k- |] @—1[a]),3keZ =

0<a<p

ottenendo quindi una fattorizzazione in polinomi monici ed irriducibili

e Poiché il coefficiente direttore di g(z) & 1, affinché la fattorizzazione sia valida ne
segue necessariamente che k = 1, concludendo che:

H (x —a) =2 — 1(mod p)

0<a<p
O
Lemma 15
Dato d € N tale che d | p — 1, 'equazione z¢ = 1(mod p) ammette d soluzioni distinte
in Z,
Dimostrazione:
e Sia d € N tale che d | p— 1. Ne segue che:
dlp—1 = p—1=dk,Fk € Z
e Per dimostrazione precedente, si ha che:
H (r —a)=2""' —1(mod p) = H (z —a) = 2™ — 1(mod p) —
0<a<p 0<a<p
— H (z —a) = (z)* — 1¥(mod p) — H (x —a) = (2% — 1)¥(mod p) =
0<a<p 0<a<p
— H (z—a) = (¢ = 1)(z? — 1) (mod p)
0<a<p
e Posto q(x) := (2% — 1)"71, si ha che:
II @—a) =@ - 1a(x)(mod p)
0<a<p
— 2 —[a] | 2"~ [1] Vo —[a] | q(z),Y0O <a<p
134
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e Dunque, sia 0 < b < p tale che x — [b] | z¢ — [1]. Ne segue che:

[ @—a) =q(z)(mod p)

0<a<p,a#b

e Per motivi di grado, ripetendo tale procedimento su ¢(x) e i suoi fattori, otterremo
esattamente d radici di 27 — [1]

O
Lemma 16
Dato d € N tale che d | p — 1, allora
la] € Zy | o([a]) = d
Dimostrazione:
e Sed=1,allora 31 € Z; | o([1]) = 1
e Se invece d = ¢* dove g € P, allora per il lemma precedente si ha che:
" = 1(mod p) ha ¢* soluzioni
d=¢" = ¢ |p—1 = {7
1 a|p { 29"~1 = 1(mod p) ha ¢* — 1 soluzioni

dunque 3[a] € Z, che & soluzione di 27° = [1] ma non di 9" ! = [1], implicando che:

o(la]) | ¢*,0([a]) t "' = ol[a]) = ¢*

Supponiamo per ipotesi induttiva di aver verificato che per tutti gli n divisori di
p — 1 piu piccoli di d che 3[b] € Z, | o([b]) =n

Sia quindi d = ng* dove ¢ € P | MCD(n, ¢*) = 1. Per induzione, si ha che:
3], [c] € Z, | o([b]) = n, o([c]) = ¢*

e Infine, come visto nella sezione 4.11, poiché MCD(o([b]), o([c])) = 1 si ha che:
Ja € Z, | [a] = [bc] = o([a]) = ng" =d

m
Proposizione 50
Il gruppo (Z;, ), dove p € P, ¢ sempre ciclico
Dimostrazione:
e Per il lemma precedente, si ha che:
p=1[p—1 = dla €Z,|o(la]) =p—1=|Z,| = Z,=([a])
m
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Definizione 62: Spazio vettoriale

Dato un campo K, definiamo come spazio vettoriale su K una struttura algebrica
(V,+,-), dove
+: VXV =>V:(uyv)—»w

KXV Vi) —w

soddisfacente i seguenti assiomi:

(V,+) & un gruppo abeliano

Vs,t € K,v eV = s(t-v) = stv = (s-t)v (Associativita scalare)

le K,veV = 1-v=uv (Elemento neutro)

Vs,t € K,v eV = (s+t)v = sv+tv (Distributivita vettoriale)
e Vse K,v,weV = s(v+w)=sv+ sw (Distributivita scalare)

Inoltre, definiamo A\ € K come scalare e v € V' come vettore.

Definizione 63: Insieme di coordinate

Dato un campo K, definiamo come insieme di coordinate un insieme i cui elementi
sono tuple di n elementi appartenenti a K:

K'=Kx...x K={(t1,...,tp) | t1,...,t, € K}
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Proposizione 51: Spazio di coordinate

La struttura (K™, +,-) é uno spazio vettoriale, dove 'addizione tra vettori e il
prodotto per scalare sono definite come:

(tr,.. . 1) € K™

v =
= = (t vty t+s,) € K"
w:=(S1,...,8,) € K" vwi=(ht +5n)

AeEKv:i=(ty,...,t,) € K" = v:=(Ny,..., \,) € K"

(dimostrazione omessa)

Interpretazione geometrica:

e Dato lo spazio di coordinate R? e un vettore v := (x,y) € R? possiamo rappresen-
tare tale vettore come:

(z,y)

-1 0 1 2 3 4

A

e Preso w := (s,t) € R?, la somma vettoriale v +w corrisponde al classico metodo del
parallelogramma utilizzato in fisica elementare:

([ +sy+1)

e Preso A € R, il prodotto per scalare A - v ha la stessa direzione del vettore v, ma
con lunghezza aumentata o diminuita e verso uguale o invertito

(21, 2y)

(y)

(==,-v) /
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Osservazione 51
Dato uno spazio vettoriale V' su un campo K, si ha che:
e VAe K = X\-0y =0y
e VoeV — 0-v=0y

Dato Oy = (0,...,0) € V ¢ detto vettore nullo, ossia I’elemento neutro di V', e dove
0 ¢ 'elemento neutro di K

Dimostrazione:
e Dato )\ € K, si ha che:
A0y =(A-0,...,2-0)=(0,...,0) =0y

e Dato v = (t1,...,t,) € V, si ha che:
0-v=(0-t,...,0-1,) = (0,...,0) = Oy

Definizione 64: Sottospazio vettoriale

Dato un spazio vettoriale V' su K, definiamo W C V' come sottospazio vettoriale di
V su K se:

e W, +)<(V,4)
ceweWle K = el

Esempi:
e 7™ C R™ non ¢ sottospazio vettoriale di R™ poiché non vale la seconda condizione

e R%, € R" non ¢ sottospazio vettoriale di R™ poiché non vale nessuna delle due
condizioni

8.1 Span, Generatori e Indipendenza lineare

Definizione 65: Span

Dato uno spazio vettoriale V' su K e dei vettori vq,...,v, € V, definiamo span (o
sottospazio generato da v,...,v,) 'insieme di tutte le combinazioni lineari di
tali vettori:

span(vy, ..., v,) = {\vr 4+ ...+ Ao | A1, A € K}
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Dimostrazione:
e Oy =0-v1+...4+0-v, €span(vy,...,v,)

e v,w € span(vy,...,V,) = V+wW = ANV + ...+ AUy + v + oo v, =
(M 4+ p)vr+ oo+ (A + pn)vy, = v+ w € span(vy, ..., Uy,)

e v Espan(vy,...,v,) = —v=(=A)v1 + ...+ (—=A\,)v, € span(vy,...,v,)
e v €span(vy,...,v,),c € K = cv = (cA)v1 + ...+ (c\,)v, € span(vy, ..., v,)
[l

Definizione 66: Insieme di generatori

Dato uno spazio vettoriale V' su K, definiamo i vettori vy, ...,v, # 0y € V come un
insieme di generatori di V se e solo se ogni vettore di v puo essere espresso come
una combinazione lineare di vy, ..., v,:

YoeV,3N,..., \|v=0v+...4+ o,
o analogamente se e solo se:

V = span(vy, ..., v,)

Dimostrazione:
e Poiché vq,...,v, € V, per definizione stessa si ha sempre che span(vy,...,v,) CV

e Dunque, affinché le due definizioni siano equivalenti ¢ sufficiente che:

VoeV,3\,..., \|v=v+...4+ v, < V Cspan(vy,...,u,)

Definizione 67: Indipendenza lineare

Dato uno spazio vettoriale V' su K, definiamo i vettori vy,...,v, # 0y € V come
linearmente indipendenti se e solo se:

)\1U1+...+)\nvn:0‘/ <~ )\1::)\n:0

In caso contrario, vengono detti linearmente dipendenti

Osservazione 52

Sia V' uno spazio vettoriale. Dati i vettori vy, ...,v, # Oy € V, si ha che:

V1, ..., U, lin. ind. <= wvy,..., 0,1 lin. ind. A v, € span(vy, ..., v, 1)
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Dimostrazione:
e Nel caso in cui vy, ..., v, siano linearmente indipendenti, si ha che:
)\1U1+...+)\n,11jn,1—|—)\nvn:OV <~ )\1:...:)\71,1 :>\n:

da cui ne segue automaticamente che:

/\1U1+...—|—)\n,11)n,1:0\/ <~ M =...= X1 =0
dunque anche vq,...,v,_1 sono linearmente indipendenti
e Supponiamo quindi che v,, € span(vy,...,v,_1), implicando che:

P01+ oo U1 = Uy = U1 o U1 U1 — Uy = Oy =

< MWV + ...+ Up_1Up—1 + (—1)Un = Oy

dunque vy, ...,v, sono linearmente dipendenti. Per contronominale, quindi, si ha
che:
v1,...,0, lin. indipendenti = wv,, ¢ span(vy,...,v,_1)
e Viceversa, supponiamo per assurdo che v, ¢ span(vy,...,v,) e che 3\, # 0 |

v+ ...+ A\, = 0p. Ne segue che

AMvr+ .+ )\nvn =0y = /\nvn =—-\Nv1—...— )\n—lvn—l —
= vy = (=N A+ (A v = v, € span(vy, ..., Uy 1)
contraddicendo quindi l'ipotesi v,, ¢ span(vy, ..., v,), implicando quindi che I'unica

possibilita sia A, = 0.

e Di conseguenza, nel caso in cui vy, ..., v, 1 siano linearmente indipendenti e v,, ¢
span(vy, ..., v,), otteniamo che:

MU+ oo+ A1 U1 + A, = Oy <— MU+ ..+ AUy + 00, = Oy <—

<— AU+ ... F A U1 =0y = M =...= X1 =0= )\,
dunque vy, ..., v, sono linearmente indipendenti
O
Proposizione 52: Estensione a generatore
Dati i vettori linearmente indipendenti v, ..., v, € span(wy, ..., w,), allora:
e k<n
e Jupi1,...,v, € span(wy,...,w,) | span(vq,...,v,) = span(ws,...,w,) dove
vy, . ..,0, sono linearmente indipendenti
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Dimostrazione:

e Dato v; # 0 € span(wy, ..., w,), il quale & ovviamente linearmente indipendente
con se stesso, si ha che:

AN A0e Kjie[l,n]|v=NMNw +...+ \w, # 0y

e A meno di riordinare i termini, assumiamo che A; # 0
V=MW, + ...+ Aw, = AMwi =0 — Xwy — ... — AW, —
= wy = AT+ (A" N)we—. . A+ (AN )w, = w; € span(vy, wy, . .., w,)
e Poiché wy = pyvy + pows + . .. + ppwy, € span(vy, wy, . .., wy,), ne segue che:
u € span(wy, ..., wy,) <= u = A\wi + dowy + ... + w, =

= M (pavr + pows + .+ ppwy) + Xows + L+ Awy, =
= (A p1)vr + (M Agpe)we + ...+ (M Aptin)w, <= u € span(vy, wa, ..., w,)
dunque si ha che span(vy, wy, ..., w,) = span(wy, ..., w,)

e Supponiamo quindi induttivamente che dati vy,...,v; € span(wy,...,w,) linear-
mente indipendenti, dove ¢ < n, si ha che:

span(vy, . . ., U, Wit1, - - ., Wy) = span(wy, ..., wy,)
e Preso vy = pvr+. v+ Niwii+ A Awy, € span(vy, ... U, Wik, -, Wy ),
supponiamo per assurdo che \;y1,..., A\, = 0, implicando che:

Vig1 = 101 + -+ 10+ A Wi + .+ Ayw, =

— viH:ulvl—|—...—|—uivi+0~wi+1—i—...—i—O-wn —
= Ujy1 = U1U1 + ...+ vy — OV:(-1)U¢+1+M1U1+...+/Lﬂ}i

contraddicendo l'ipotesi per cui vq,...,v; siano linearmente indipendenti, dunque
I'unica possibilita é

El/\j #O,j S [z—i—l,n] | Vit1 :ulvl+...+uivi+Ai+1wi+1+...+)\nwn#Ov <~

e A meno di riordinare i termini, assumiamo che ;11 # 0
Vit1 = U101 + ..o+ 0 + )\i+1w,~+1 + ...+ /\nwn —

— )\le”l = Vjp1 — W1V — ... — W;V; — /\H_QUJH_Q — ... )\nwn —
wirr = AVt H(=AG v+ A (AL ) v (ST A Jwigat (AT An)wn

= W;+1 € span(vl, ey Ui Vi1, Wi 2, - - - ,U}n)
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e Poiché w1 = pivi+. .. fig1Vip1HlhioWisot. . A ppwy, € span(vy, ..., Vip1, Wity -« ., Wy),
procedendo analogamente al caso base si ha che::

u € span(wy, ..., w,) <= u € span(vy, ..., Vi1, Wi, ..., Wy)

dunque si ha che span(ws,...,w,) = span(vy,..., Vi1, Wit2,...,w,), implicando
quindi per induzione che

span(wy, ..., w,) = span(vy, ..., vy,)

e Supponiamo per assurdo che vi possano essere k > n vettori linearmente indipenden-

ti, dunque che v, 41 € span(wy, ..., wy,) | v1,..., Uy, Upy1 linearmente indipendenti.
Poiché span(wy, ..., w,) = span(vy,...,v,), ne segue che:

Upt1 € span(wy, ..., w,) = span(vy, ..., vy,)
contraddicendo l'ipotesi per cui vy,...,v,, v, siano indipendenti, dunque l'unica

possibilita € che i vettori linearmente indipendenti siano k < n

O
8.2 Base e Dimensione
Definizione 68: Base
Dato uno spazio vettoriale V' su K, definiamo i vettori vy, ..., v, # 0y € V' come una
base se e solo se sono un insieme di generatori e linearmente indipendenti
Osservazione 53
Dato uno spazio vettoriale V', si ha che:
V1, ..., 0 base iV <= Yo e VAN, ...\, [ v= v+ ...+ Ao,
Inoltre, chiamiamo tali unici scalari come coordinate di v in base vy,...,v,
Dimostrazione:
e Nel caso in cui Vo € V, A\, ..., A\, | v = Novp + ...+ A\, vy, per definizione stessa di
vettori generatori si ha che vy,...,v, sono generatori di V'

e Inoltre, poiché tali coordinate sono uniche, ne segue naturalmente che:
3')\1::An:0€K|)\1U1—|—+)\nvn:Ov

dunque vy, ..., v, sono linearmente indipendenti
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e Viceversa, se vy,...,v, € V sono una base di V, si ha che:
V =span(vy,...,v,) = {Mv1+ ...+ Aon | A, A € K}
e Dato v € V, supponiamo per assurdo che esistano due combinazioni lineari di
vy, ..., 0, tali che

U1+ Uy = U = MU AU, = U U = MU A, =

= U1t AU =AU —. = A0, = 0y = (A1 —p1)vr+. (N —pn)v, = Oy
e Poiché v, ..., v, sono linearmente indipendenti, si ha che:
M =—p)oi+ ...+ N —pn)on =0y <= M —1)=...= Ay — i) =0 <=
= AN = Uy, A = U
O

Osservazione 54: Base canonica

Dato uno spazio di coordinate K™, definiamo i vettori eq,...,e, € K™ come base
canonica di K", dove:

ei:(a17"'aan)|{aj_0 Se]#z

aj=1 sej=1

Dimostrazione:
e Datieq,...,e, € K" definiti come:
— e1=(1,0,0,...,0,0)
— e, =1(0,1,0,...,0,0)

— e, =(0,0,0,...,0,1)

e Si ha che:
v=_(t,...,t,) E K" <= v=_(t1,...,0)+...+(0,...,t,)
< v="te;+...+1t,e, €span(ey,...,e,)
dunque tali vettori sono generatori poiché K™ = span(ey, ..., e,)

e Analogamente, si ha che:
)\1€1+...+)\n€n:<0,...,0) <~ (>\170>7O>++<07077)\n>:(0770)
(Al,/\%...,)\n):(o,...,O) — M=...=),=0

dunque tali vettori sono anche linearmente indipendenti, costituendo quindi una
base di K"

]
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Teorema 21: Teorema della cardinalita delle basi

Sia V uno spazio vettoriale. Se vq,...,v, € wq,...,w,, sono due basi di V, si ha
necessariamente che n = m.

Dunque tutte le basi di uno spazio vettoriale hanno la stessa cardinalita

Dimostrazione:

e Poiché i due insiemi di vettori sono entrambi base di V/, si ha che

span(vy, ..., v,) = V = span(wy, ..., wy,)

e Di conseguenza, poiché i vettori vy, ..., v, € V = span(wy, ..., w,,) sono linearmente
indipendenti, ne segue che n < m

e Analogamente, poiché i vettori wy, ..., w,, € V = span(vy,...,v,) sono linearmente
indipendenti, ne segue che m <n

e Dunque, 'unica possibilita ¢ che n = m

Definizione 69: Dimensione di uno spazio vettoriale

Dato uno spazio vettoriale V', definiamo come dimensione di V, indicata come
dim(V) la cardinalitd di una sua qualsiasi base (poiché ogni base di V' ha la
stessa cardinalita).

Nel caso in cui non esista un insieme finito di generatori di V', definiamo la sua
dimensione come infinita.

Esempi:
e Lo spazio di coordinate K™ e la sua base canonica ey, ..., e,, si ha che:
dim(K") =n
e Lo spazio vettoriale K[z] non pud avere base finita: dati pi(z),...,p.(x) € V e

Ay ..., Ay € K si ha che:

deg(Mp1(x) + ... + Aupn(z) < max(deg(pi(z)), . .., deg(pa(z)))

2

Infatti, in tale esempio la base ¢ data dai monomi 1, z, z*, ..., dunque non esiste un

insieme finito di generatori di K[X]|

e Lo spazio vettoriale K¥ := {f : S — K} ha dimensione finita se e solo se S ha
cardinalita finita

Capitolo 8. Spazi vettoriali 144



8.2. Base e Dimensione

Lemma 17: Estensione a base

Sia V uno spazio vettoriale dove dim(V') = n. Dati i vettori linearmente indipen-
denti vy,...,v, € V, dove k < n allora:

ki1, .- 00 € V| vq,...,0, sono base di V

Dimostrazione:

e Poiché dim(V) = n, sia wy,...,w, una base qualsiasi di V. Per dimostrazione
precedente, dato k < n si ha che:

ki1, ..., v € V| span(vy, ..., v,) = span(wy, ..., w,) =V
dove vy, ..., v, sono anche linearmente indipendenti, dunque costituiscono una base
di V
O
Lemma 18: Riduzione a base
Sia V' uno spazio vettoriale dove dim(V') = n. Dato 'insieme di generatori vy, ..., v
di V, dove k > n allora:
iy v, € {vr, . vk} | Vi, .., v, sono base di V
Dimostrazione:
e Dati vq,..., v, generatori di V, assumiamo che Jvy, # 0 € {vy,..., v}, il quale &
ovviamente linearmente indipendente con se stesso
e Poiché span(v;,) G span(vy, ..., v,) = W, allora
Juy, € {v1,.. ., v} | v, & span(v;,) <= vy, v;, lin. ind.
e Ripetendo tale procedimento n, estendiamo l'insieme v;,,...,v;, di vettori linear-
mente indipendenti fino a che essi non siano generatori di V:
span(vy,, ..., v;, ) = span(vy,...,v,) =V
dunque v;,,...,v; sono una base di V'
O
Proposizione 53
Sia V' uno spazio vettoriale dove dim(V) = n. Dati i vettori vq,...,v, € V, si ha

che:
v1,...,0, lin. ind. <= wvy,...,v, generatori
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Dimostrazione:
e Supponiamo per assurdo che vy, ..., v, € V siano linearmente indipendenti ma che
non siano generatori di V', dunque span(vy, ..., v,) ; V. Ne segue che:

vy € W vpyq € span(vy, ..., v,) = v1,..., 0,41 lin. ind.

contraddicendo la condizione per cui dim(V') = n implica che non possano esistere
pit di n vettori linearmente indipendenti (sezione 8.1), dunque l'unica possibilita é
che vy, ..., v, siano anche generatori di V'

e Viceversa, supponiamo per assurdo che vy, ...,v, siano generatori di V' ma non
linearmente indipendenti. Ne segue che:

El/\z#OEK,ZE[]_,n]|/\1U1+)\ﬂ)z‘i‘+)\nvn:0\/ -
vi = (ATADv 4+ (A, =0y = w; € span(vy, ..., Dy, ..., V)

dove ¥; indica che tale elemento ¢ escluso

e A questo punto, si ha che:

u € span(vy, ..., v,) <= u € span(vy, ..., Vi, ..., U)

da cui otteniamo che:

W = span(vy,...,v,) = span(vy, ..., 0, ..., Uy)

contraddicendo la condizione per cui dim(V') = n implica che non possano esistere
meno di n generatori di V', dunque 'unica possibilita ¢ che vy, ..., v, siano anche
linearmente indipendenti

[]

8.2.1 Formula di Grassman

Teorema 22: Formula di Grassmann
Dato uno spazio vettoriale W su K e dati due sottospazi U,V C W, i seguenti
insiemi:
U+Vi={u+v|uelUwveV}
onNnv ={w|weUweV}

sono due sottospazi di W, dove:

dim(U + V) =dim(U) + dim(V) — dim(U NV)
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Dimostrazione:

e Dati: k:=dim(UNV),m :=dim(U),n := dim(V), siano:

— Wi,...,w; una base di U NV
— By = wy, ..., Wk, Uy, - - -, Uy, Una base di U
— By = wy, ..., W, Vky1,-..,0, una base di V'

e Consideriamo quindi il seguente insieme di vettori:

81UBQ = W1y, WkyUk+1y- -5y Umy Vg+1y--.,Up

e Dati u € span(B;) = U e v € span(By) =V, dove

k

m k n
u = Z )\zwz + Z )\jUj V= Z )\ZU)Z + Z /\jUj
i=1

j=k+1 i=1 j=k+1

si ha che :

utvelU+V < u—i—v—Z)\me Z )\u]+2u@wl+ Z pjv; =

=1 j=k+1 i=1 j=k+1

k m n

— u+tv= Z()" + p)w; + Z Aju; + Z piv; <= u-+v € span(B; U Bs)
i=1 j=k+1 j=k+1

dunque B; U B, sono generatori di U + V

e Consideriamo quindi Oy € U 4+ V scritto come combinazione lineare di tale base

Zﬁzwz + Z ViU + Z WU = OW

j=k+1 h=k+1

e Posti:

k m n
a:= Zﬁiwi b:= Z VUj c:= Z MLV
i=1

j=k+1 h=k+1
si ha che:

a+b+c=0y < b=—-a—c = bespan(By) =V

inoltre, poiché b € span(upy1,...,um) S U = be U, nesegue che bc UNV

e Di conseguenza, si ha che:

b= vy
gkl 97 = u =
{beUﬂV@b:Zfoatwt ]%;17” Z H

k m
— Z&twt — Z viu; = Ow
t=0

j=k+1
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e Poiché By = wy, ..., wg, Uiy, ..., Uy € una base di U, dunque sono vettori linear-
mente indipendenti, ne segue che:

k m
Zatwt_nyjuj:OW</:>a1:---:ak:7k+1:---:7m20
t=0 j=k+1
e In particolare, quindi, otteniamo che v, = ... = v, =0 = b = Oy, da cui

traiamo che:

a+b+c=0y = a+0yw+c=0 = a+c=0py

e A questo punto, poiché:

k n
a+c=0y = Zﬁi’wri- Z Nuvy = Ow

i=1 h=k+1
e poiché By := wy, ..., Wk, Vg1, ..., v, € una base di V', dunque sono vettori linear-
mente indipendenti, ne segue che:
k n
E Biw; + E mop =0 <= f1=...=0k =M1 =...=1, =0
i=1 h=k+1
concludendo quindi che i vettori By U By = wq, ..., Wk, Ups1y - Ums Vkils-- -5 Un

siano anche linearmente indipendenti, costituendo quindi una base di U + V
e Infine, si ha che:
dim(U + V) = dim(span(wy, . . ., Wi, Ukt1, -« -y Uy Vktds -« -y Up)) =

=k+(m—-k)+n—-k=m+n—k=dim(U)+ dim(V) — dim(U NV)

8.3 Trasformazioni lineari

Definizione 70: Trasformazione lineare

Dati due spazi vettoriali V' e W definiti sullo stesso campo K, la funzione f :V — W
viene detta trasformazione lineare (o omomorfismo tra spazi vettoriali) se:

o Yo,u' eV, flv+1) = f(v) + f(v)
e VAec KveV, f(Av) = Af(v)
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Lemma 19

Dato uno spazio vettoriale V' si ha che:

dm(V)=n = VK"

Dimostrazione:

e Dato dim(V) = n, sia vy,...,v, una base di V. Definiamo la funzione
0 K" =V (ty,...,ty) = (Livg + ...+ tyvy)

dunque ¢ mappa ogni vettore di K™ ad una combinazione lineare di V'

e Poiché:

Ui, ...,y base diV <= Yo e VA ,... N, € K|v=XANv1+ ...+ N\,

e poiché dim(K™) = n, la funzione ¢ risulta essere automaticamente biettiva:

Vo= @(u) € V,3 = (t1,...,t,) € K" | p(u) = tyv1 + ... + tyu,

e Dati quindi x = (z1,...,2,),y = (y1,...,yn) € K™, si ha che:

o(rty) = (r1+y)vi+. . A+ (Tp+yn)vn = T101+. AT 0 F Y101+ A YU, = ©(2) ()

e Dato invece A € K, si ha che:

O(AV) = Az1v1 + .. AT U, = AMT101 + - F T0,) = Ap(T)

e Dunque, concludiamo che ¢ sia un isomorfismo e di conseguenza che:

VK"

Teorema 23: Teorema delle dimensioni

Dati due spazi vettoriali V' e W definiti sullo stesso K, si ha che:

V=W < dim(V) = dim((W)

Dimostrazione:

e Nel caso in cui dim(V') = dim(W) = n dove n € N, per il lemma precedente si ha
che:
dim(V) =n,dim(W)=n = V=2K"W=K" =

— VK" K"2W = VW
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e Viceversa, supponiamo che V' = W dove f é I'isomorfismo che rende V isomorfo a
W. Sia inoltre vy, ..., v, la base di V.

e Poiché f ¢ un omomorfismo suriettivo, si ha che:
VweW,JveV |w= f(v)=f(Av+ ...+ \o,) =
f(Alvl) +..F f()‘nvn) = Alf(vl) +...+ )‘nf(vn)

dunque, poiché anche f(vy), ..., f(v,) sono vettori di W, ne segue che f(vy), ..., f(vy)
siano generatori di W

e Inoltre, poiché f ¢ iniettiva se e solo se ker(f) = {0y} e poiché ne segue che:
prf(v) + .o+ pnf(on) = 0w <= f(pavr) + ... + f(pavn) = Oy <=

— f(pvr+ ...+ pavn) =0 <= o1+ ...+ v, =0y <= y=...=0

dunque f(v1),..., f(v,) sono anche linearmente indipendenti, costituendo quindi
una base di W, implicando quindi che dim(W) = n = dim(V')

]

Definizione 71: Spazio quoziente

Dato uno spazio vettoriale V' e un sottospazio W C V| la struttura (V/W,+,-) é uno
spazio vettoriale, detto spazio quoziente, dove la somma ¢ definita come [v] + [v/] =
[v + '] e il prodotto per scalare ¢ definito come A[z] = [Az].

Dimostrazione:

e La dimostrazione della buona definizione della somma risulta analoga a quella del
normale gruppo quoziente

e Dimostriamo quindi che il prodotto per scalare sia ben definito

=] = vV —veW = ANV —v) e W = [\] = [\]

e La dimostrazione di (V/W, +,-) spazio vettoriale viene omessa poiché banale

Teorema 24: Dimensione di uno spazio quoziente

Dato uno spazio vettoriale V' e un sottospazio W C V, si verifica che

dim(V/W) = dim(V') — dim(W)

Dimostrazione:

e Siano n := dim(V), k := dim(W) e wy, ..., wy una base di W.

Capitolo 8. Spazi vettoriali 150



8.3. Trasformazioni lineari

e Poiché k < n, é possibile estendere con n — k vettori di V' l'insieme wy, ..., w; fino
a formare una base di V:

i1,y 00 €V | wy, .., Wy, Va1, - - -, U, base di V

e Dato v € V = span(wy, ..., Wk, Vks1, - - -, Uy), si ha che:
v=Mwi + ...+ Mwr + N 1Vs1 + -+ AU, =
= [v] = Mfwi] + .o+ Mefwi] + A [oea] + -+ Ao
e Poiché:

wl,...,kaW <— w; ~0y,..., 0w ~ 0y < [Ov]:[’wl]::[wk]

si ha che:
[v] = Mwi] + ..o 4+ Ag[w] + X1 [vea] + - F A v,] <=

<~ [U] = /\1[0\/] +...+ )\k[OV] + >\k+l[vk+1] + ...+ )\n[vn] <
< ['U} = >\k+1 ['Uk+1] 4+ ...+ )\n[Un]
dunque, [vg11], ..., [v,] sono generatori di V/K

e Preso [0y] € V/W, si ha che:
0v] = Meg1[Vg1] + .-+ Mpvn] = [Ov] = [Meg1Vs1 + .+ Avn] =
= U= AN Vi1 + e F AU, €W
e Poiché anche wq, ..., w; é base di W e poiché u € W, si ha che:
U= Api1Us1+ o+ ApUp = ppwy + ... + ppwy, <

< Mt 1Vka1 + oo+ AUy = g + ..+ ppwy <=

e /Llwl+...—|—,ukwk—)\k+1vk+1+...+)\nvn:0v e

= = ==X ==X, =0
dato che wy, ..., Wk, Vki1, ..., v, sono base di V', dunque linearmente indipendenti.
e In particolare, quindi, dati Ay 1 = ... = A\, = 0 ne segue che:
Ov] = Mea[vea] + .- F Nfon] <= M1 =...= X =0
implicando che anche [vj41],...,[v,] siano linearmente indipendenti, costituendo

quindi base di V/W, la cui dimensione risulta essere:

dim(V/W) = dim(span([vgy1], .- ., [vn])) =n — k = dim(V') — dim(W)
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8.3.1 Teorema del Rango

Proposizione 54: Nucleo ed Immagine di una trasf. lineare

Data una trasformazione lineare f : V' — W, il nucleo ker(f) C V e I'immagine
im(f) C W di f corrispondono a:

ker(f) :={ve V| f(v) = 0w}
im(f) ={weW| f(v)=w,JveV}

dove entrambi sono sottospazi vettoriali rispettivamente di V e W

Dimostrazione:
e Sappiamo gia ker(f) <V e che im(f) < W

e Verifichiamo quindi che siano chiusi nel prodotto per scalare
veker(f),Ne€ K = f(\v)=Af(v) =0y =0y = v € ker(f)
w= f(v) eim(f),A € K = Aw = Af(v) = f(Av) = v € im(f)

Teorema 25: Primo teorema d’isomorfismo

Data una trasformazione lineare f : V' — W, si ha che
V/ker(f) = im(f)

(dimostrazione analoga agli altri casi del teorema)

Teorema 26: Teorema del Rango

Siano V' e W due spazi vettoriali. Data una trasformazione lineare f : V. — M,
definiamo come rango di f la dimensione della sua immagine, la quale equivale a:

rk(f) := dim(im(f)) = dim(V') — dim(ker(f))

Dimostrazione:

e Poiché f: V — W ¢é una trasformazione lineare, per il primo teorema d’isomorfismo
si ha che V/ker(f) = im(f), da cui ne segue automaticamente che:

V/ker(f) = im(f) <= dim(V/ker(f)) = dim(im(f)) <~
< dim(V) — dim(ker(f)) = dim(im(f))
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8.4 Spazi affini, Sottospazi affini e Giacitura

Definizione 72: Spazio affine

Dato uno spazio vettoriale (V,+,-), definiamo come spazio affine a V la struttura

(A, V, ¢), dove:
e Gli elementi P € A vengono detti punti
e La funzione ¢ : A x V' — A gode delle seguenti proprieta

— Associativita mista:

VP € A,Vv,w €V, ¢(d(P,v),w) = ¢(P, (v+w))

— Elemento nullo destro:

Vae A, 30y € V | ¢(a,0y) =a

— Azione libera e transitiva:

VP € A, la funzione ¢p : V. — A : v — ¢(P,v) é biettiva

Detto in parole molto povere (e poco esatte) uno spazio affine A ¢ una traslazio-
ne totale di uno spazio vettoriale V' dove ogni punto del primo corrisponde
biunivocamente ad un punto dell’altro

Definizione 73: Sottospazio affine e Giacitura

Dato uno spazio vettoriale V| un suo sottospazio vettoriale W C V e un vettore v € V,
definiamo come sottospazio affine l'insieme di punti generato da:

U=v+W: ={v+w|weW}

dove W viene definito giacitura di U, indicato con Giac(U) e dove:
dim(U) = dim(Giac(U)) = dim(W)
In altre parole, il sottospazio affine U corrisponde ad una traslazione del sottospazio

W tramite il vettore v. Ogni sottospazio affine puo essere visto come una classe
laterale di un sottospazio (poiché 'operazione primaria ¢ la somma).

Capitolo 8. Spazi vettoriali 153



8.5. Prodotto scalare e Spazio ortogonale

8.5 Prodotto scalare e Spazio ortogonale

Definizione 74: Prodotto scalare

Dato lo spazio di coordinate K", definiamo come prodotto scalare 1’operazione:

KK = K (s ) () 0T =) g

i=1
la quale gode delle seguenti proprieta:
e u,veE K" = u-v=v-u (Simmetria)
o u,v,we K" = (v+w)u=u(v+m)=vu+ vu (Distributivita)
e u,ve K" A€ K = (Au)v =u(Mv) = v (Linearita per scalare)

Attenzione: il prodotto scalare differisce dal prodotto per scalare

Definizione 75: Norma di un vettore

Dato v € R", definiamo la norma (o lunghezza) di tale vettore come

o] :=Vv-v=1/2?+.. .22

Teorema 27
Dati u,v € R™ e 'angolo 0 < # < 7 interno tra u e v, si ha che

uv
cos = —————
[[wll ]l

Inoltre, si verifica che:
e 0 < <~ uv >0

e =2 «<— w=0

TR T R ST

e 0>1 «— w <0

Dimostrazione:

e Tramite il Teorema del Coseno (normalmente utilizzato per calcolare la lunghezza
di un lato di un triangolo qualsiasi sapendo la lunghezza degli altri due lati), si ha
che:

lo =l = [full* + [[o]|* = 2 [Jull [lo]| cos § <=

2 2 2
= [lo—ull” = lull” = lloll” = =2{lu [|v]| cos § <=
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n

= D) wi—x) =) wr =Y yp=—2lull[lv] cost <>
j=1

i=1 k=1

n

— Z(yZ2 — 2y + a7) — Zx? — Zyz = =2 ||u|| ||v]| cos O <=
j=1 k=1

i=1
n n n n n

= ny — Qthxh —I—Z—l—xf — Zx? — Zy,% = =2 ||u|| ||v]| cos O <—
i=1 h=1 t=1 j=1 k=1

n n
= > ypn = [[ull [Jollcos® <= > ynan = [Jul| [[v]| cos <>
h=1 h=1

<~ wv = ||u]| [|v]| cos O <= Y cosh
[[ull [[]

Proposizione 55: Relazione di ortogonalita

Siano u,v € R™. Il vettore u viene detto "ortogonale a v", indicato come v L w, se
e solo se:
ulv <= uww=>0

Nota: I'ortogonalita ¢ una generalizzazione del concetto di perpendicolarita nell’ambito
dell’algebra lineare

Dimostrazione:

e Per definizione stessa di perpendicolarita, 1’essere perpendicolari implica che vi sia
un angolo retto tra due linee. Generalizzando tale concetto all’ortogonalita tra
vettori, dato I'angolo 0 < € < 7 interno a u e v, per il teorema precedente si ha che:

uw =0 <= ng <= cos(f) =1 <= angolo retto tra u e v

Definizione 76: Sottospazio ortogonale

Dato il sottospazio vettoriale V' C K™, definiamo V' il sottospazio ortogonale a V/
come:

Vi={ve K" |vw=0VYweV}

dove in particolare si ha che:

dim(K™) = dim(V) 4 dim(V*)
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Dimostrazione:
° VL < Kn

— VYo e Vw,wy € VE = (wy+wo)v =wv+ww =0+0=0 = w;+wy €
VL

—WweVweVt = (—wpv=—(w)=0 = —weVt
e WweVweVi e K = (Qwv=\Nwv)=0 = \weV?t

e Poiché¢ VNVL = {0k} = dim(VNVL) =0 e poiche K" =V + VL per la
formula di Grassman ne segue che:

dim(K") = dim(V +V™+) = dim(V) +dim(V+) —dim(VNV+) = dim(V) +dim(V )

]
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Matrici

Definizione 77: Matrici

Dati m,n # 0 € N, una matrice m x n a coefficienti in un campo K ¢ una griglia
con m righe e n colonne, le cui entrate sono elementi in K

11 - Q1n

A € Matyupn (K) = A=

dove Maty,xp (K) = K" x ... x K" = K" x ... x K"

N

TV TV
m volte n volte

Esempio:

1 2 3
A:<4 5 6)€Mat2X3(R)

Definizione 78: Vettori colonna e Vettori riga

Definiamo una matrice 1 X n come vettore riga

(a1 an)EMatlxn(K):K"

e analogamente definiamo una matrice m x 1 come vettore colonna

a
€ Mat,, «1 (K) =K

am
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Osservazione 55

Una matrice m x n puo essere definita come un vettore di m vettori riga aventi n
elementi (che vengono indicati con un pedice)

Al,...,AnEKm — A:(A1 An)

o come un vettore di n vettori colonna aventi m elementi (che vengono indicati
con un apice)
Al
Al AT E KT = A= :
Am
Osservazione 56

La struttura (Mat,,x, (K),+,-) ¢ uno spazio vettoriale di dimensione:

dim(Mat,,x, (K)) =m-n

e la cui base canonica ¢ composta dalle matrici:

a DY an
o 11 Ny 1 agp =0 sek#i1Vh#j
: ' : agp, =1 sek=1th=j

Am1 ° Amn

Dimostrazione:

e Date A, B € Mat,,x,, (K) e A € K, le operazioni di somma e prodotto sono definite

come:
ag+big - ai,+bip,
A+ B = : : :
1 +bma1 o A+ by
Aajg o Aaip,
A =
A1 = N

e Le dimostrazioni di (Mat,,x, (K),+, ) spazio vettoriale e della base canonica ven-
gono omesse poiché analoghe alle dimostrazioni per K™

]
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Esempio:

e La base canonica di Matyyo (A) corrisponde a:
1 0 0 1 0 0 0 0
0oo0/J’\0oo0/)’\10/)"\01

Osservazione 57

Dato lo spazio Mat,,«, (K), si ha che:

Mat i (K) = K™

Dimostrazione:

e Poiché dim(Mat,,x, (K)) = m-n e dim(K™") = m-n, per dimostrazione precedente
si ha che:

dim(Mat,,xp, (K)) = dim(K™") <= Mat,,x, (K) = K™"

Definizione 79: Prodotto tra matrici

Sia A = (Ay,...,As) € Maty,y,, (K) esia B=(B',...,B") € Mat,x, (K).
Definiamo come prodotto tra matrici la trasformazione lineare:

- Matpxm (K) X Mat,,xn, (K) = Mat,«, (K) : (A, B) — AB
dove :
ABY .. A B
AB=| i
A,BY - A,B"

Attenzione: affinché il prodotto sia ben definito é necessario che la quantita di colonne
di A sia uguale alla quantita di righe di B

Esempi:
1 2 5 6
[ ]
3 4 7 8

. 5 6 I 2\ (51+6-3 5-2+6-4
7 8 34) \(7-14+8-3 7-2+8-4

1-5+2-7 1-642-8
3-5+4-7 3-6+4-8

19 22
43 50
23 34
32 46
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. (1 2>< 3 6 7)2(1-3+2-(—2) 1-6+2-0 1-7+2-8>:
45 —2 0 8 4-345-(=2) 4-64+5-0 4-7+5-8

~1 6 23

( 2 24 68)

3 67 1 2
° ( ) ( > — % poiché la quantita di colonne nella prima non corri-
Sp

-2 0 8 4 5
onde a quella delle righe della seconda

Osservazione 58

Date tre matrici A, B,C' ed uno scalare A\, se i prodotti sono ben definiti si ha
che:

e (AB)C = ABC = A(BC)
e A(B+C)=AB+ AC
o (A+ B)C = AC + BC
o MAB) = (\A)B = A(\B)

Corollario 25

Uno spazio vettoriale Mat,,x,, (K) (anche detto spazio delle matrici quadrate di ordine
n) ¢ un anello non commutativo, dove 1'elemento neutro é:

1 0 -« --- 0
o 1 0 .0
L= | : :
0 0 1 0
0 0 1
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9.1 Rango di una matrice

Definizione 80: Trasformazione lineare di una matrice

Data una matrice A € Mat,,x,, (K), definiamo la trasformazione lineare associata
ad A come

Ty
Lo K" — K"z := : — Az
:L‘n
dove:
a1 o Gip 1 a1,1T1 + ... + 1Ty
La(z) = Az = =
Am,1 " Amn L, Qm, 121 +...+ Amndn

Definizione 81: Sistema lineare e Matrice completa

Data una matrice di coefficienti A ed un vettore di incognite b, definiti co-
me:

a1 0 Qip by

m,1 " Omn bm
I’equazione Ax = b corrisponde ad un sistema lineare di equazioni cartesiane

nella forma:
1,171 + ...+ A1 nTn = b1

U1 T1 + - oo+ @y, = by
il quale é rappresentato fedelmente dalla seguente matrice completa:

11 - Q1n by
Ay =

Am,1 " Amn bm
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Dimostrazione:

e Si nota facilmente che:

ay1 - Q1n T by
Ar =b —= = PN
am1 Qmyn Tn bn
a1171 + ..+ A1.nTn T 1171 + ..+ A1 nTn = bl
= : = =
A 1T1 + - oo+ T, Tn U1 T1 + - .o+ ATy, = by
O
Proposizione 56
Data una matrice A € Mat,,,, (K), si ha che:
e im(L,) =span(Al,... A")
e ker(L,) =span(Aj,..., A,)*
Dimostrazione:
e Data A € Mat,,x, (K), si ha che:
ay Q1n Ty
am,l am,n Tn,
ay A1n
T : +... 4z, : =AM+ 2, A" <= L,(z) € span(A',..., A")
Qm,1 Am,n
dunque si ha che im(L4) = span(A!, ..., A")
e Inoltre, notiamo che:
ker(La) ={r € K" | Ls(z) = Ax = Ogm } =
Ay
=zeK"| : x=0gm p =span(Ay,..., Ay,)"
Am
dunque ker(L4) contiene tutte i vettori © = (z1,...,x,) € K" che sono soluzione
del seguente sistema:
aax + ...+ ay e, =0
Am1T1 + ..o+ ATy =0
m
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Definizione 82: Rango di una matrice

Data una matrice A € Mat,,«, (K), definiamo come rango di A il rango della sua
trasformazione lineare associata:

rk(A) :=rk(L,)

Proposizione 57

Data una matrice A € Mat,,, (K), si ha che:

rk(A) = n — dim(ker(L,4)) = dim(span(A', ..., A")) = dim(span(4y, ..., A,))

Dimostrazione:

e Poiché rk(A) :=rk(L,) e poiché L, : K™ — K™, per il teorema del rango si ha che:

rk(A) :==rk(L4) = dim(Ly4) = dim(K") — dim(ker(L,)) = n — dim(ker(L4))

e Inoltre, per dimostrazioni precedenti si ha che:
dim(span(A',..., A")) = dim(im(L,)) = n — dim(ker(L,)) =

= n — dim(span(Ay, ..., A,)") = dim(span(Ay, ..., Ay))

Corollario 26

Data una matrice A € Mat,,,, (K), si ha che:

0 <rk(A) < min(m,n)

9.1.1 Riduzione a scala di una matrice

Definizione 83: Operazioni elementari su matrici

Data una matrice A € Mat,,x,, (K), definiamo come operazioni elementari su righe
e colonne le seguenti tre operazioni:

1. Scambiare due righe (o colonne) tra di loro
2. Moltiplicare una riga (o colonna) per A € K*

3. Sommare ad una riga (o colonna) un multiplo di un’altra riga (o colonna)
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Definizione 84: Matrici equivalenti

Date due matrici A, B € Mat,,x, (K), definiamo tali matrici come equivalenti se sono
uguali se ¢ possibile ottenere I'una partendo dall’altra utilizzando solo operazioni
elementari.

In particolare, se vengono utilizzate solo operazioni su righe tali matrici vengono dette
equivalenti per righe, mentre vengono dette equivalenti per colonne se vengono
utilizzate solo operazioni su colonne.

Osservazione 59
Date due matrici A, B € Mat,,x, (K), si ha che:

e Se A e B sono equivalenti per righe, allora

ker(La) = ker(Lp) ANim(L4) # im(Lp)

e Se A e B sono equivalenti per colonne, allora

ker(L4) # ker(Lg) Nim(La) = im(Lp)

In entrambi 1 casi si verifica che:

rk(A) = rk(B)

Dimostrazione:

e Basti pensare che effettuando solo operazioni su righe non si vadano ad alterare
i vettori x € ker(L,) in grado di risolvere il sistema Az = 0, dunque ker(L,) =
ker(Lp), mentre i vettori b € im(L,) generati dal sistema Az = b vanno ad essere
modificati, dunque im(L,4) # im(Lp)

e Analogamente, effettuando solo operazioni su colonne non si vanno ad alterare i
vettori b € im(L,4) generati dal sistema Az = b, dunque im(L,4) = im(Lp), mentre i
vettori x € ker(L ) risolventi il sistema Ax = b vanno ad essere modificati, dunque
ker(L4) # ker(Lp)

e Nel caso in cui il nucleo non venga alterato, si ha che:
rk(A) = dim(im(L,)) = n — dim(ker(L,)) =

=n —dim(ker(Lg)) = dim(im(Lp) = rk(B)

mentre nel caso in cui 'immagine non venga alterata si ha che:

tk(A) = dim(im(L4)) = dim(im(Lp)) = rk(Lp)
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Definizione 85: Pivot e Matrice a scala

Data una matrice A € Mat,,«, (K), definiamo come pivot di una riga il primo elemento
non nullo a partire da sinistra di tale riga.

Inoltre, la matrice A viene detta matrice a scala se Vi € [i,m] si verifica che il pivot
della riga A; é piu a sinistra pivot della riga A;q

Esempi:

e Le seguenti matrici sono a scala, i cui pivot sono cerchiati:

@
0
0

0

1 26

oo
]
]

Algoritmo 1: Algoritmo di Gauss-Jordan

Ogni matrice A € Mat, ., (K) puo essere ridotta ad una matrice a scala S €
Mat,, ., (K) tramite il seguente algoritmo:

1. Sia A7, dove j € [1,n] la prima colonna a partire da sinistra non nulla, ossia
F[l,n]|c:=a;; #0

2. Se ¢ ¢ Ay, allora la i-esima riga contenente ¢ viene scambiata con A,

3. Per k =2,...,m, sottraiamo AA; alla riga A, dove A é uno scalare scelto apposta
in modo da annullare 1'i-esimo elemento della

4. Se la matrice risultante non é ancora ridotta a scala, allora viene ripetuto ricor-
sivamente ’algoritmo su As, ignorando le prime i colonne, e cosi via

Teorema 28: Riduzione a scala

Sia A = (A',..., A") € Mat,,x, (K) e sia S = (S',...,S") la sua versione ridotta a
scala.

Se S71, ..., S sono le colonne di S contenenti i pivot della scala, allora A, ..., A
sono una base di im(A) = span(A', ..., A"), implicando che

h =r1k(S) =1k(A)
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Esempio:
e Consideriamo il seguente sistema e la matrice completa ad essa associata:
r+2y+32=0

1 2 3
dr+5y+62=0 = A,=| 4 5 6
Tx+8y+92 =0 78 9

dove il vettore incognito b viene omesso dalla matrice completa in quanto b = Ogm

e Date le righe Ry, ..., R3 della matrice, procediamo quindi con I'algoritmo di Gauss-
Jordan fino ad ottenere la versione a scala di tale matrice:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
45 6 | 2T g 3 | B2 | 0] -3 —6
789 0 —6 —12 0O 0 0

e Dunque, otteniamo che A! e A% sono una base di im(L,4) = span(A', A% A3) e il
rango della matrice corrisponde a rk(A) = 2

e Riducendo ancora tale matrice (mantenendo la forma a scala), si ha che:

12 3\, (123 1 0 —1
0l=3 —6| == [o0]1 2) 222 (0]1 2
0 0 0 00 0 00 0

e Dunque, il sistema di partenza risulta essere equivalente al seguente:

r+2y+32=0

xr—2z2=0
dr + 5y +62=0 <:>{ L9
Tr+8y+92=0 Y N

e Poiché abbiamo svolto solo operazioni per riga, la matrice originale e la sua versione
a scala risultano essere equivalenti per righe, implicando che il nucleo non sia stato
alterato.

e Di conseguenza, risolvendo tale sistema in funzione di una variabile ausiliaria t,
siamo in grado di ottenere una base di ker(Ly):

=1 T 1
roe=0_ fo=2 - =2 — =t -2
y+22=0 y=—2z y= y
z=t z 1
e Infine, quindi, concludiamo che:
1 2 1
4 |, 5 | basedi im(L,) —2 | base di ker(Ly)
7 8 1
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9.2 Teorema di Rouché-Capelli

Teorema 29: Teorema di Rouché-Capelli

Data una matrice di coefficienti A € Mat,,,«,, (K) e un vettore di coefficienti b € K™, il
sistema Ar = b ammette soluzioni se e solo se rk(A) = rk(A,), dove Ay ¢ la matrice
completa associata al sistema.

Jev e K" | Az =b <= rtk(A) =rk(A4)

Dimostrazione:

e Dato il sistema Ax = b, si verifica che:
Jr e K" |Av=b <= 31y,..., 0, E K | 11A' + .. .+ 2,A" =b +—
<= bcspan(A',... A") <= span(A',... A") =span(A',... A" D) <

<= dim(span(A',..., A")) = dim(span(A',..., A", b)) <= 1k(A) = rk(4)
0

Proposizione 58

Dato il sistema Az = b, 'insieme delle soluzioni V' (se esistenti) ¢ un sottospazio
affine di ker(L 4) di dimensione dim(V') = n—rk(A), dove in particolare si ha che:

e Se rk(A) = rk(A,) = n, la soluzione al sistema ¢ unica e il sistema viene detto
determinato

Az e K" | Az =b < 1k(A) =1k(4) =n

e Serk(A) =rk(A,) # n, allora il sistema ammette infinite soluzioni e il sistema
viene detto indeterminato

dJre K" | Ar =b <= 1k(A) =1k(A4) #n

Dimostrazione:

e Dato V = {x € K" | Az = b} I'insieme delle soluzioni del sistema (ipotizzando che
ne esista almeno una), si ha che:

o, €V <= Azg=b=Ar <= Axg=Ar < A(x —x9) =0

< ' —zg€ker(Ly) < 2’ € xy+ker(La)

dunque V' & un sottospazio affine a ker(L ) traslato da una soluzione particolare
del sistema
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e In quanto sottospazio affine del nucleo, ne segue che:
dim(V) = dim(ker(L,4)) = dim(K") — dim(im(L,)) = n — dim(im(L4))
0 se tk(A) =n
n = rk(4) { >1 serk(A) #n

e Dunque, nel caso in cui rk(A) = n 'unica soluzione allinterno di V' sara xg, altri-
menti esisteranno infinite soluzioni generate dalla traslazione della base di ker(L4)

O
Esempi:
1. e Consideriamo il seguente sistema lineare:

w+2x+z=1 120 111

dw+drty=3 — A,=|[24 1 0|3 | Dl
1 20 1

R3—R1,R2—2R; 001 —21 Rs—Ro

001 —-2|1

e Dunque, poiché rk(A) = rk(A,) = 2 # 4, il sistema ammette infinite soluzioni
e le colonne A, A% sono base di im(L,). Inoltre, il sistema ¢ equivalente a:

{w—|—2x+z:1 {w:1—2x—z
<

y—2z=1 y=1+2z
T =1 T - 0 4t 1 4t 0
y=1+2t — |y |7 T oo [ 2
z=1 z 0 0 1
2. e Consideriamo il seguente sistema
r+y+z=1 1 1 1(1
Crby45r=0 = A,=| -1 1 5|0 | Zf
2y+62=0 0 2 610
1 1 1)1 11 1] 1
Lt f g 2 61 | 2% lol2 6] 1
02 6|0 00 0]-1

e Poiché rk(A) # rk(Ay), il sistema non ammette soluzioni
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3. e Consideriamo il seguente sistema:

{x+ky:4—k

1 k|4—-k Ro—kRy
kx +4y =4

A, =
A ( k4| 4

4—k (1 k 4—Fk
4-2k+k )  \0 4—K|(2—-k)?
e A questo punto, a seconda del valore di k si verificano tre casi:

— Se k # £2, ne segue che 4 — k? # 0 e di conseguenza che tk(A) = rk(4,) =
2, implicando che il sistema ammetta un’unica soluzione

Ro—kRy 1 k
0 4—k?

— Se k = —2, si ha che rk(A) # rk(A4;), dunque il sistema non ammette
soluzioni

— Se k = 2, si ha che rk(A) = rk(A4y) = 1 # 2, dunque il sistema ammette
infinite soluzioni

= (13[2) = e = ()=(D) ()

9.2.1 Equazioni parametriche

Proposizione 59: Equazioni parametriche

Sia V' un sottospazio e sia W un sottospazio affine al un sottospazio Giac(W) C V|
dunque Jzy € V | W = o + Giac(WV).

Data la base gy, ..., g, di Giac(W), si verifica che:
‘v’xGVV,EI'tl,,tnEK|x:x0+t1g1++tngn

Definiamo 'insieme di tali equazioni come equazioni parametriche di W

Dimostrazione:

e Dato zg € V | W =z + Giac(W) e data la base gy, ..., g, di Giac(W), si ha che:
reW <= z—ugec Glac(lV) <

<~ 3't1,,tnEK‘$—$0:t1g1++tngn
= r=z0+hg+... +tugn
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Proposizione 60

Dato uno spazio vettoriale V' e un sottospazio affine W espresso come l'insieme delle
sue equazioni parametriche:

W:{l'o—f—tlgl—i-—Ftngn‘tl,,tnEK}

dove g1, ..., g, sono base di Giac(W), si verifica che:
r €W < rk(4,) = dim(V)

dove Ay := (g1, -, Gn, T — Tg) € Mat,x, (K)

Dimostrazione:
e Data la matrice Ay := (¢1,-..,9n, T — Zg), per il teorema di Rouché-Capelli, si ha
che:
reW < z—xy€ Giac(W) = span(gy, ..., q,) <
<= span(gi, ..., gn) =Span(gi, ..., gn, & — Tg) <

<= dim(span(gs, ..., g,)) = dim(span(gi, ..., gn, @ — Ty)) <=
< dim(Giac(W)) =rk(4;) <= dim(W) = rk(A4y)

Esempio:

e Consideriamo il seguente insieme di equazioni parametriche corrispondenti ad un
sottospazio affine in R3

1 1 4
V= 0 +t1 2 +t2 ) ’tl,tQER
-1 3 6

e Poiché dim (V') = 2, si verifica che

x 1 4 »—1
y |eV <tk 2 5 y =2
z 3 6 z+1
e Effettuando la riduzione a scala di tale matrice, si ha che:
1 4 -1 1 4 z—1
25 y L2 g -3 y—20+2
3 6 z+1 3 6 z+1
1 4 r—1 1 4 r—1
BB g -3 y—20+2 | B2 0 -3 y—20+2
0 6 z2—3z+4 0 0 z4+xz—-2y

Capitolo 9. Matrici 170



9.3. Determinante di una matrice

e Affinché la riduzione in scala abbia solo 2 pivot, é necessario che I'ultima riga della
matrice contenga tutti zeri, implicando quindi che:

tk(A) =2 <= z+2—-2y=0
e L’insieme di equazioni parametriche dato, quindi, equivale al seguente sistema di
equazioni cartesiane:
{ r—2y+2=0

corrispondente ad una retta in R3

9.3 Determinante di una matrice

Definizione 86: Trasformazione multilineare

Una trasformazione lineare del tipo
fFVix. ..oxVie—=W:(v,...,0) = fug,...,0)
viene detta multilineare se Vi € [1, k] dati A\, u € K si verifica che:

for, .o, vl 4 vl s vn) = Af(vg, 0 o)+ af (v, 0" o)

Definizione 87: Determinante di una matrice

Definiamo come determinante di una matrice I'unica trasformazione lineare
det : Mat,xp, (K) — K

che verifica le seguenti tre proprieta:
1. det ¢ multilineare su righe e colonne della matrice
2. Ay, .. A, e Al ... A" sono basi di K™ se e solo se det(A) # 0

3. det(l,) = 1, dove I,, ¢ la matrice identita di ordine n

Osservazione 60
Data una matrice A € M, (K), si ha che:
o JA; A, cAi# 5| A=A = det(A)
o JALA € Ai#£j| A=A = det(A)
e JA, € A| A =0gn —> det(A) =0
e JA' € A| A" =0gn = det(A) =0

0
0
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Dimostrazione:
e Se esistono due righe A;, A; € A uguali, allora span(Ay,...,A,) non ¢é linearmente
indipendente, dunque non puo costituire base di K"
e Se esiste una riga A, € A uguale al vettore nullo, allora span(A;,..., A,) non é né
linearmente indipendente né generatore di K", dunque non puo costituire base di
KTL

e Per le colonne vale il ragionamento analogo alle righe

Proposizione 61: Determinante alternante su righe e colonne
Data una matrice A = (Ay,..., A;,... A;,..., A,) € Mat,«, (K), si verifica che:
det(Al,...,Ai,...Aj,...,An) = —det<A1,...,Aj,...Ai,...,An)

dunque, scambiando due righe (o colonne) della matrice il determinante cambia
segno

Dimostrazione:

e Data una matrice A = (Ay,..., A+ A4;,... A, +A,,..., A,), per la proprieta 2) del
determinante si ha che:

det(Al,...,AZ‘—FAj,...Ai—FAj,...,An):O

e Per multilinearita del determinante, si ha che:
0=det(Ay,...,Ai+A;,... A+ A4, ... A) =
= 0=det(Ay,..., A, .. . Ai+A,, ..., A)+det(Ay, ..., A . AHAL L LA) =
= 0=det(Ay,..., A ... Ai,.. . A,) +det(Aq, ... Ay LAy AL+
+det(Ay, ..., A, A Ay Fdet(Ay, L A LA LA =
= 0 =0+det(Ay,..., A ... Aj,..., Ay)+det(Ay, ... A, .. A, ... A,)+0 =
= det(Ay,..., A, .. A, A = —det(Ay, .. AL AL A,Y)
m

Teorema 30: Teorema di Binet

Date due matrici A, B € Mat, x, (K), si ha che:

det(AB) = det(A) - det(B)

(dimostrazione omessa)
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9.3.1 Formula di Leibniz e Regola di Sarrus

Definizione 88: Formula di Leibniz

Tramite le sue proprieta 1), 3) e la sua alternanza su righe e colonne, il determinante
di una matrice A € Mat,,»,, (K) puo essere definito come:

det(A) := Z sgn(0) - A1) * - - - Uno(n)

O’GSn
(dimostrazione omessa)

Corollario 27
Se A € Matogyo (K), allora

A:(Z 2) — det(A) = ad — be

Dimostrazione:

e Sia
A= a b _: a1 Aa12
c d . Q21 Q22
e Dato Sy = {(1)(2), (12)}, si verifica che:

det(A) = Z Sgn(0) - A1,5(1) - A2,0(2) = A1,1022 — G1,202,1 = ad — bc

gES2

Corollario 28
Se A € Matsys (K), allora

a b c
A= d e f — det(A) = aei+bfg+ cdh — afh — bdi — ceg
g h 1
Dimostrazione:
e Sia
a b ¢ a1 ai2 0413
A= d e f = Q21 G22 A23
g h i a3y Qs2 ass

Capitolo 9. Matrici 173



9.3. Determinante di una matrice

e Dato S; = {(1)(2)(3), (12)(3), (1)(23), (13)(2), (123), (321)}, si verifica che:

det(A) = Z sgn(o) - A1,0(1) " A2,0(2) * A3,0(3) =

o€ES3
= (11022033 — A12021033 — (11023032 — (13022 — 31 + Q12023031 + 413021032 =
=aei — bdi — ceg — afh +bfg+ cdh
]
Metodo 3: Regola di Sarrus

La Regola di Sarrus permette di ricordare facilmente il calcolo del determinante di
una matrice quadrata di ordine 3, ricopiando a destra della matrice le sue prime due
colonne, per poi sommare le tre diagonali e sottrarre le tre anti-diagonali:

A € Matsys (K) = det(A) = aei +bfg + cdh — afh — bdi — ceg

Esempi:

e Data la matrice
1 2
A —
(5 7)

det(A) =1-4—2.3=—2

si ha che:

e Data la matrice

e

Il
~N =~ =
co Ot N
S O W

si ha che:

det(A)=1-5-04+2-6-7+3-4-8—2-4-0—-3-5-7—1-6-8=27

Capitolo 9. Matrici 174



9.3. Determinante di una matrice

9.3.2 Determinante tramite riduzione a scala

Definizione 89: Matrice triangolare

Sia A € Mat,«, (K). Definiamo A come triangolare superiore se Vi > j si ha che
a;; = 0, ossia se sotto la diagonale principale vi sono tutti zeri

al,l a1,2 e e a1.n

)

0 Q29 (23

0 anfl,nfl anfl,n

0 - ... 0 .

o triangolare inferiore se Vi < j si ha che a;; = 0, ossia se sopra la diagonale
principale vi sono tutti zeri

a; 0 0

a1 G2 0

Ap—1n-2 Apn—1n-1 0

Qn 1 e e Ap n—1 an,n

Osservazione 61

Una matrice a scala é sempre triangolare.

Osservazione 62

Se A € Mat, x, (K) é una matrice triangolare, allora il suo determinante corrisponde
al prodotto della sua diagonale

det(A) =a1,1°Aa22 ... Annp

(dimostrazione omessa)
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Metodo 4: Calcolo del determinante tramite riduzione a scala

Data una matrice A € Mat,,«,, (K), & possibile ricavare il suo determinante tramite la
sua riduzione a scala, poiché:

1. Scambiare due righe (o colonne) inverte il segno del determinante

2. Moltiplicare una riga (o colonna) per uno scalare A\ € K* moltiplica anche il
determinante per tale scalare

3. Sommare ad una riga (o colonna) un multiplo di un’altra riga (o colonna) non
altera il determinante

Dunque, data la riduzione a scala S della matrice A, ¢ possibile calcolare det(A) tramite
il calcolo di det(S), per poi invertire gli effetti subiti dal determinante in base
alle operazioni svolte durante la riduzione.

Dimostrazione:
e Sia A= (Al,...,Ai,...,Aj,...,An) S Matan (K)

e Abbiamo gia dimostrato come scambiare due righe o colonne implichi che il deter-
minante cambi segno, dunque

det(Al,...,Ai,...,A]’,...,An>:—det<A1,...,Aj,...,Ai,...,An)

e Data A" = (Ay,...,MA;,... A, ..., A,) € Mat,«, (K), per multilinearita del de-
terminante si ha che:

det(A') :det(Al,...,)\Ai,...,Aj,...,An) =
:/\det(Al,,Az,,AJ,,An):)\det(A)

e Data A" = (Ay,..., A+ pA,, ..., Aj, ..., A,) € Mat,«, (K), per multilinearita del
determinante si ha che:

det(A”) = det(Al, c. ,A,L' + /LAJ, R ,A

G
:det(Al,,Az,,A],,An)—i-,udet(Al,,AJ,,AJ,,An):
:det(Al,...,Ai,...,Aj,...,An)—i—,u-O:det(Al,...,Ai,...,Aj,...,An) :det(A)

Esempio:

e Riprendiamo la matrice dell’esempio precedente, il cui determinante sappiamo gia
essere 27:

1 2 3
A= 4 5 6
780
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o LEffettuiamo la riduzione a scala di tale matrice:

12 3 1 2 3 1 2 3
456 | 2o -3 -6 | = 0 -3 —6
780 78 0 0 -6 —21

iy (12 3\ . (123

0 1 2 | &g 2

0 —6 —21 00 —9

e Poiché una matrice a scala ¢ sempre triangolare, si ha che:
1 2 3
S=101 2 — det(S)=1-1-(-9)=-9
00 -9
e Tra i vari passaggi effettuati durante la riduzione a scala, I'unico ad influenzare il
determinante ¢ il terzo. Dunque, si ha che:

det(S) = —%-det(A) — —9:—%-det(A) s det(A) = 27

9.3.3 Sviluppo di Laplace

Definizione 90: Sottomatrice

Data una matrice A € Mat,,x, (K), definiamo come sottomatrice di A una ma-
trice ottenuta cancellando un determinato numero di righe e/o colonne dalla matrice
originale

Definizione 91: Minore di una matrice

Data una matrice A € Mat,,x,, (K), definiamo come minori di A tutte le sottomatrici
quadrate ottenute da A.

Denotiamo come M ; il minore ottenuto cancellando la riga i e la colonna j dalla
matrice A.
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Teorema 31: Sviluppo di Laplace

Data una matrice A € Mat,,x,, (K), lo sviluppo di Laplace sulla i-esima riga di
A ¢é definito come:

n n

det(A) =) (=)™ azp - det(Miy) = Y aip - cofin(A)

k=1 k=1

dove cof;x(A) = (—=1)""* - det(M; ;) viene detto il cofattore (o complemento alge-
brico) dell’entrata a; .

Analogamente, lo sviluppo di Laplace sulla j-esima colonna di A & definito come:

n

det(A4) = Z(—nhﬂ' “ap,; - det(My,;) = Zah,j - cofy;(A)
h=1

h=1

(dimostrazione omessa)

Esempi:

1. e Riprendiamo la matrice gia vista in vari esempi precedenti, il cui determinante
sappiamo gia essere 27:

1 2 3
A=1 4 5 6
78 0
e Effettuiamo lo sviluppo di Laplace su As:

2 3 13 1 2
det(A) = (—1)**1.7.d +(—1)*2.8.d +(=1)*3.0.d
et(A) = (—1) 7et(56) (—1) 8et(46> (—1) Oet(45)

=7(2-6-3-5)—8(1-6—-3-4)+0=—-21+48=27

2. e Calcoliamo il determinante della seguente matrice quadrata di ordine 4:
1 40 —1
. 2 3 5 4
78 0 -2
01 0 6

e Effettuiamo lo sviluppo di Laplace su A3:

4 -1 1 4
8 =2 | +0—-0=—-5-det| 7 8 =2
1 6 01

det(A) =0+ (—1)*" -5 det

I
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e Il calcolo di det(A) viene quindi ridotto al calcolo di det(Ms3), il quale puo esse-
re facilmente calcolato tramite la regola di Sarrus o tramite un nuovo sviluppo

di Laplace

e Utilizzando la regola di Sarrus, abbiamo che:

det(A) = —5-det

—1

6

1 4
78 -2 | =—5(48+0+(=7)—168 —0—(—2)) = 625
01

e Utilizzando lo sviluppo di Laplace su (My3)*!, invece, abbiamo che:

1 4 <
det(A)=—5-det| 7 8 -2 | =-5 {(—l)Hl-l-det(
01

+(=1)*- 7 det < 411 _61 >] = —5[50 — 175] = 625

9.3.4 Regola di Cramer

Teorema 32: Regola di Cramer

Dato un sistema lineare Az = b:

41,171 + ...+ A1 nTn = bl

U1 T1 + - oo+ U@y, = by

dove A & una matrice di coefficienti tale che det(A) # 0, allora il sistema ammette la

seguente unica soluzione:

;

(dimostrazione omessa)

xr = % . det(b, AQ, Ce 7An—17 An)

d;
To = m . det(Al,b, R ,An_l,An)

Lpn—1 = m : det(Al,AQ, .. .,b, An)
Ty = m . det(Al,AQ, e ,Anil,b)
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Esempio:
e Comnsideriamo il sistema
r+2y+3z2=1
dr + 5y +62=0
Tr+8y =0

la cui matrice dei coefficienti corrisponde ¢
1 2 3
A=1 4 5 6
78 0

dove det(A) = 27

e Per la regola di Cramer, si ha che:

1 2 3
x:%-det 0 5 6
080
11 3 r =5 - (—48) -
y=4-det| 4 0 6 = y =5 -(42) — y=4
700 z=5-(=3) z=—3
1 21
z=5-det[ 4 5 0
780

9.4 Matrici inverse

Definizione 92: Gruppo generale lineare

Definiamo come gruppo generale lineare il gruppo (GL(n, K),+) contenente tutte
le matrici invertibili dell’anello Mat,, ., (K):

GL(n,K) = {A € Mat,, (K) | 3A™" € Mat,,»,, (K)}

Dimostrazione:
e A,B,C e GL(n,K),A(BC)=ABC = (AB)C
e VAe GL(n,K),3I, € GL(n,K) | Al, =1,A=A
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o VAe GL(n,K),NA" € GL(n,K) | AA™t = A7A =1,

Teorema 33: Invertibilita di una matrice

Data una matrice A € Mat,, (K), le seguenti condizioni sono equivalenti tra lo-

ro:
1. Ae GL(n,K)

rk(A) =n

det(A) #0

Ay, ..., A, sono una base di K™

Al ..., A" sono una base di K"

IR

A ¢é equivalente per righe e colonne a I,

Dimostrazione:
e 3) < 4),5)

— Per definizione stessa di determinante, si ha che:

Al ... A" base di K"

det(4) 70 { Aq, ..., A, base di K™

° 2) <— 3),4)

— Poiché dim(K™) = n implica che n vettori possono essere generatori se e solo

se sono anche linearmente indipendenti, si ha che:

rk(A) =n <= dim(span(A',... A")) = dim(span(Ay,..., A4,)) =n <=

span(Al, ... A") = K" <= A' ..., A" sono base di K"
span(Ay, ..., A,) = K" < A;,..., A, sono base di K"

o 1) «— 2)

— Supponiamo che !B = (B',..., B") € Mat,x, (K) | A-B=B-A=1,. Per

definizione di prodotto tra matrici ne segue che:
AB :[n <~ ABl = el,ABQ 262,...,ABn =€, <

— LA(Bl) = elaLA(Bz> = €9,... ,LA(Bn) =e, <

< e1,69,...,6, €im(Ly) <= im(L,) =span(ey,...,e,) = K" <—

<~ 1k(A) =n
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e 2) < 0)
— Se rk(A) = n, & possibile ridurre a scala A fino ad ottenere I,

— Viceversa, poiché rk(1,,) = n, se I, ¢ equivalente per righe e colonne ad A ne
segue automaticamente che rk(A) =n

]

Corollario 29

E possibile definire il gruppo generale lineare anche come:

GL(n,K) = {A € Mat,x, (K) | det(A) # 0}

Osservazione 63

Data una matrice A € Mat,,x,, (K), si ha che:

det(A™) = det(A) ™!

Dimostrazione:

e Per il teorema di Binet, si ha che:

1 =det(l,) =det(A- A™') = det(A) det(A™') = det(A)™" = det(A™)

Definizione 93: Gruppo speciale lineare

Dato il gruppo (GL(n, K), -), definiamo SL(n, K) < GL(n, K) come gruppo speciale
lineare, dove

SL(n,K)={A € GL(n,K) | det(A) =1}

Dimostrazione:
e SL(n,K) < GL(n,K)
— det(l,) =1 = I, € SL(n,K)

— A B € SL(n,K) = det(AB) = det(A)det(B) =1-1=1 = AB €
SL(n, K)

— Ae SL(n,K) = det(A™') =det(A))=1 = A ' e SL(n,K)
e Date le matrici A, B € SL(n, K), si ha che:

A~y B <= A 'Be SL(n,K) < det(A™'B) =1 <= det(A ") det(B) =1 <

<= det(A)'det(B) =1 <= det(A) ' =det(B)! <= det(A) = det(B)
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A~p B <= AB '€ SL(n,K) <= det(AB™!) =1 <= det(A)det(B™') =1 <
<= det(A)det(B) ™' =1 <= det(B)! =det(A)™! <= det(B) = det(A)

dunque le classi laterali sinistre e destre coincidono, implicando che SL(n, K) <
GL(n, K)

]

Osservazione 64

Data una matrice A € GL(n, K), poiché ¢ A invertibile se e solo se equivalente per
righe e colonne a I,,, si ha che

(A | I,,), (I, | B) equivalenti per righe <= B = A"

Esempi:

1. e Sia

(5 7)

dove det(A) = —2, dunque A ¢ invertibile

e Procedendo con I'algoritmo di Gauss-Jordan, si ha che:

(1 2|1 0\ Resr, (1 2|1 0
<A|]")_<3 401> (0—2—31>

dove det(A™!) = —3
2. e Sia

1
A=1 4
7

co Ot N
S O W

dove det(A) = 27, dunque A ¢é invertibile

e Procedendo con 'algoritmo di Gauss-Jordan, si ha che:

1 23/100 1 2 3|1 00
AlIy)={ 45 6/0 10 | 220 -3 —6/-4 1 0
78 0/00 1 78 0]0 01
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1 2 311 00 1 2 3|1 0 0
o= o -3 —6 -4 102250 -3 —6/-4 1 0
0 -6 —21|-7 0 1 0 0 -9/ 1 -2 1
12 3|1 0 0 1231 0 0
Ryx=—3 4 1 ks 4 L
—% 101 2|4 Lol =5lo12 4 1 0
1 2 1
00 -9/1 —2 1 00 1|-t 2 -1
10 -1{-2 2 0 1 00— & —2
R1—2R> 4 1 Ri1+R3 4 1
== lo1 2|4 oo | 2= o012 Lo
1 2 1 1 2 1
000 1 |-5 § —3 00 1|-5 § —%
16 8 1 16 8 1
R2o—2R3 é (1) 8 _143 §7 _25 Afl_ 143 §7 _25
) 31 _2§ 51 - - 31 _2§ §1 -
00 1f-5 § —3 5 9 9
L[ 1608 -1
— A1 =5 v -7 2
-1 2 -1

dove det(A™') = =

Definizione 94: Matrice trasposta

Data una matrice A € Mat,,x,, (K), definiamo come matrice trasposta la matrice
AT € Mat,,«, (K) avente come i-esima riga la i-esima colonna della matrice A e come
j-esima colonna la j-esima colonna di A

ayi1 Qir2 -+ A1n Q11 A1 - Am
asy - . : 1,2

A= , s AT — )
Am,1 a'm,n Q1.n Amn

Esempio:

e Data la seguente matrice A, la sua trasposta corrisponde a:

o
A=5 6 7 8 — AT =

9 10 11 12 3 7 11

4 8 12
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Osservazione 65
Date due matrici A, B € Mat, x, (K), si verifica che:
o det(A) = det(AT)
o (AB)T = BTAT

(dimostrazioni omessa)

Definizione 95: Matrice dei cofattori

Data una matrice A € Mat,, x,, (K), definiamo come matrice dei cofattori la matrice
cof(A) € Mat,x, (K) avente come entrate i cofattori di ogni entrata della matrice
A

ail - Q1 COf(A)Ll s Cof(A>1,n
A= =+ - = cof(A) = : :
An1 -+ Gpp cof(A)pa -+ cof(A)pn

dove ricordiamo che

cof (A)iy; = (1) - det(M;)

Definizione 96: Matrice aggiunta

Data una matrice A € Mat,,»,, (K), definiamo come matrice aggiunta la trasposta
della matrice dei cofattori di A:

adj(A) = (cof(A))"

Teorema 34: Inversa di una matrice tramite aggiunta
Data una matrice A € Mat, x,, (K) dove det(A) # 0, si verifica che:

1

At =
det(A)

-adj(A)

Dimostrazione:

e Come conseguenza dello sviluppo di Laplace, si verifica che:
A-adj(A) =adj(A) - A=det(A) - I, = adj(A)-A=det(A) I, =

= adj(A) =det(A)-I,- A1 = det(A) tadj(A) = A™*
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Esempio:

e Prendiamo ancora una volta la nostra solita matrice esempio, il cui determinante
sappiamo essere det(A) = 27:

1 2 3
A= 4 5 6
7 8 0
e La sua matrice dei cofattori corrisponde a:
COle(A) COfLQ(A) COng(A) —48 42 —3
cof(A) = | cofa1(A) cofaz(A) cofes(A) | = 24 =21 6
COf371<A) COf3’2(A) COf373(A) —3 6 —3

mentre la conseguente matrice aggiunta corrisponde a:

—48 24 -3
adj(A) = | 42 -21 6
-3 6 -3

e Dunque, la matrice inversa di A corrisponde a:

. —48 24 -3 -16 8 —1
A7l = > 42 —21 6 =3 14 -7 2
-3 6 -3 -1 2 -1

Corollario 30

Data una matrice A € Matyyo (K), si verifica che:

a b 1 d —b
A= — Al =
(c d) ad—bc(—c a )

Dimostrazione:

e Sia
a b
a=(00)

e La sua matrice aggiunta corrisponde a:

d —c d —b
A) = i(A) = ANT =
oft)= (4 0 ) = aata) = s = (1))
e Di conseguenza, la sua inversa sara:
1 1 d —b
Al = cadj(A) =
det(A) adj(A) ad — bc ( —c d )
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9.5 Teorema degli orlati

Definizione 97: Orlato di un minore

Data una matrice A € Mat,,«,, (K) e dati un suo minore M di ordine k e un minore
M’ di ordine k+ 1, definiamo M’ come orlato di M se quest’ultimo & anche un minore

di M’

Esempio:
e Consideriamo la matrice
1 2 3 4
A=1|15 6 7 8
9 10 11 12

e il suo minore M di ordine 2 ottenuto eliminando le colonne 2 e 4 e la riga 3
1 3
M —
(57)

e Gli orlati di M corrispondono a:

1 3 4 1 2 3
Mi=|5 7 8 My=5 6 7
9 11 12 9 10 11

Osservazione 66
Data una matrice A € Mat,,x, (K) e un suo minore M di ordine k, esistono (m —

k)(n — k) orlati di M in A

Teorema 35: Teorema degli orlati (o di Kronecker)

Data una matrice A € Mat,,, (K), si ha che:
ordine di M =k

tk(A) =k <= IM minore di A | ¢ det(M) #0
det(M') = 0,VM’ orlato di M

(dimostrazione omessa)
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Esempi:
1. e Vogliamo discutere il comportamento di tale sistema al variare dei parametri
a,beR:
ar +y+z=1 a 1 1|1
rt+ay+z=0 — A, = 1 a 10 —
r+y+az=> 1 1 alb
N rk(Ap) = rk(A) se dim(A', ..., A" b) = dim(A',..., A")
tk(A4;) =1k(A) +1  se dim(AY, ..., A" b) # dim(AY, ..., A")

e Tramite la regola di Sarrus, otteniamo che il determinante corrisponde a:

det(A)=a*+1+1-a—a—a=a*>—-3a+2=(a+2)(a—1)?

e Se a#1o0a%# —2allora det(A) # 0, implicando che rk(A) = 3.

Inoltre, siccome rk(A,) < min(3,4) = 3 e siccome rk(A4;) = rk(A) oppure
rk(A;) = rk(A) + 1, allora ne segue necessariamente che rk(A) = rk(A4,) = 3.

Per il teorema di Rouche-Capelli, lo spazio affine generato dalle soluzioni ha
dimensione pari a 0, dunque il sistema ¢ determinato ed esiste un’unica
soluzione dipendente dai parametri assunti da a e b.

e Se a = 1, allora det(A) = 0, poiché radice del polinomio precedentemente
trovato.

Tuttavia, dalla riduzione a scala otteniamo che::

11 1]1 11 1)1
A= 1110 | 2= 00 0|-1
11 1[0 11 1|0
11 1] 1 11 1)1
Lol ooo] -1 ) B0 0 0f-1
00 0[b—1 000]|b
11 1] 1
Tl (g 0 0 -1
0000

implicando che rk(A) = 1 e rk(4,) = 2, dunque il sistema non ammette
soluzioni.

e Se a = —2, allora det(A) = 0, poiché radice del polinomio precedentemente
trovato.
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Per il teorema degli orlati, si ha che l'unico orlato del minore Ms;3, dove

det(Ms3) = 3 ¢ la matrice A stessa, che sappiamo avere determinante nullo,
dunque rk(A) = 2

-2 1 11
Ay = 1 -2 110
11 =215

Gl unici due orlati di tale minore sono:

( -2 1 1
M| = 1 -2 1 =A = det(M]) =det(4) =0
1 1 =2
-2 1 1
My = 1 -2 0 = det(M})=4b+0+1+2—-0=3b+3
1 1 b

\

Dunque, si ha che:

K(A) 2 sea=-2b=-1 = 1k(4) =rk(4,) = 3 inf. soluzioni
T =

3 sea=-2b# -1 = rk(A) #1k(4,) = B soluzioni
e In particolare, se a = —2 e b = —1, possiamo trovare le infinite soluzioni del

sistema in funzione di x:

—2r+y+z=1
r—=2y+z=0

{ —2y+z=—x
rTH+y—2z=-1

y—2z=1—=x

applichiamo la regola di Cramer per trovare il valore di y in funzione di x, per
poi sostituire il valore ottenuto nella seconda equazione, trovando il valore di
z in funzione di x:

— 1
y:%-det(_l_x _2):%(3x+1):x+% . {y:x-i—%

y—2z=1—-x

Le soluzioni del sistema indeterminato, quindi, appaiono nella forma:

(1)=(1) (1)
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dunque generanti una retta (difatti, la dimensione dello spazio affine generato
en—rk(4)=3-2=1)

2. e (Consideriamo il seguente insieme di equazioni parametriche corrispondenti ad
un sottospazio affine in R3, gia analizzato precedentemente:

1 1 4
V= 0 +t1 2 +t2 5) ‘tl,tQER
-1 3 6

e Siccome dim(V') = 2, si verifica che

x 1 4 -1
y | €V <= 1k(A)=1k| 2 5 y =2
z 36 z+1

e Considerando il minore Mj 3, si ha che:

e Siccome la matrice iniziale stessa & I'unico orlato di Ms 3, per il teorema degli
orlati si verifica che:

2 se det(A)=0
k(A) =
k(4) { 3 se det(A)#0
e Dunque, si ha che:

x
y | €V <= 1k(A) =2 < det(A) =0
z

e Utilizzando lo sviluppo di Laplace sulla terza colonna, si ha che:

det(A) = 0 <= (2—1)-det ( > )—y-det ( L >+(z—1)-det ( ) - > — 0

— 3r—-1)4+6y—3(z+1) < —3x+6y—32=0 <= 2—-2y+2=0

e [’insieme di equazioni parametriche dato, quindi, equivale al seguente sistema
di equazioni cartesiane:
{z—2y+2=0

corrispondente ad una retta in R3
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3. e Dati la seguente retta r e il seguente piano 7
r=—-2+43a r=4—2b+ 5¢
r=< y=1-—2a T=4 y=3b—c
z =ba z=14+b-—2c

possiamo trovare l'intersezione r N 7 in R3 nei seguenti tre modi:

(a) Troviamo i valori di a,b e ¢ unendo i due sistemi:

—24+3a=4—-2b+ b¢ 3a+2b—5c=6 3
1—2a=3b—c = 20+3b—c=1 = A= 2
5a=1+b-—2c S5a —b+2c=1 5

2

—1

Siccome det(A) = 82 (calcolo omesso), possiamo applicare la regola di
Cramer per trovare il valore di a, per poi sostituirlo nel sistema e trovare

il valore di b e ¢;

( 6 2 -5
a=g-det| 1 3 -1 |=g 44=2
1 -1 2 —
c=2a+30—-1
| b=05a+2c—1
22 22
a:g 3 o 69 3 210
c:§0+3b—1:3b+%9 = c=3(2c;gH)juﬁzﬁwrH
a:% r=-2+43a —%
— § =% I PR A P
p=2(-g)ru=-f  Le=m —
(b) Troviamo il sistema di equazioni cartesiane descriventi 7:
xr=4—-2b+5c x—4 -2 5
T=4¢ y=3b—c — Y =b|l 3 |4+c| —1 ==
z2=1+b-2c z—1 1 -2
-2 5 x—-4
< 1k 3 -1 Y =2
1 -2 z2-1
191
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Siccome det(M;3) = —13 # 0, per il teorema degli orlati, si ha che:

-2 5 x—4 -2 5 x—-4
— 1k 3 -1 y =2 <= det 3 -1 vy =0 <=
1 -2 z-1 1 -2 z—-1
(x—=4)(=5) —y(-)+ (2= 1)(-13) =0 < bz —y+132=133
Siccome x € rN7m <= x € r Ax € m, sostituendo i valori assunti da x,y
e z nell’equazione cartesiana di 7 otteniamo che:
22

—5x+y—132 =33 <= 5(—2+3a)—(1—2a)+13(5a) = 33 <= a=7

Una volta trovato il valore di a, procediamo analogamente al metodo pre-
cedente, sostituendo a nell’equazione parametrica di 7 e ricavando b e ¢
per sostituzione.

(c¢) Troviamo il sistema di equazioni cartesiane descriventi 7 e il sistema di
equazioni cartesiane descriventi r.

Sappiamo gia che:

x
y |enm <= dSr—y+132=33
Z

dunque ricaviamo le equazioni cartesiane di r:

r=-2+3a T+ 2 3
r=< y=1-2a <~ y—1 | =a| -2 <~
z = ba z 5)
3 x+2
— k| -2 y—1 | =1
5) z

Considerando il minore di ordine 1 corrispondente all’entrata a,; = 3, dove
quindi det(ay ;) = 3, per il teorema degli orlati si ha che:

3 242 det( 32 m+f):0
k| =2 y—1 | =1 < 5 y+2 =
5 2 det( * ):0
5 2

20 +3y+1=0
—5r+32—10=0
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Possiamo quindi costruire un nuovo sistema di equazioni cartesiane corrispondente
a r N« utilizzando le due equazioni cartesiane descriventi r e I’equazione cartesiana
descrivente :

x or —y+ 132 =33
y |ernm < 20+3y+1=0
z —Hr+32—-10=0

Poiché il determinante della matrice dei coefficienti associata a tale sistema € diverso
da 0, é possibile ricavare i valori di z,y e z tramite la regola di Cramer, ottenendo
una soluzione analoga agli altri due metodi

9.6 Matrici simili

Definizione 98: Matrici simili

Date due matrici A, B € Mat,, «, (K), tali matrici vengono dette simili se si verifica
che:

3C € GL(n,K) | A= C'BC

Attenzione: tale condizione non é equivalente ad affermare che A € coniugato a
B, poiché nella relazione di coniugio gli elementi C,C~! dovrebbero essere presi in
Mat,, ., (K) e non in GL(n, K). Inoltre, ricordiamo che GL(n, K) £ Mat, x,, (K).

Proposizione 62: Determinante invariante

Date due matrici A, B € Mat,,«, (K), se A ¢ simile a B, allora

det(A) = det(B)

Dimostrazione:

e Sia C € GL(n,K) | B=C7tAC. Siccome det(C~') = det(C)™!, si verifica che:
det(B) = det(C'AC) = det(C 1) det(A) det(C) = det(C) ™' det(A) det(C) = det(A)

]
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Definizione 99: Traccia di una matrice

Data una matrice A € Mat,x, (K), definiamo come traccia di A la somma delle
entrate sulla diagonale principale:

n

tI‘(A) = Z Ak

k=1

Lemma 20

Date A € Mat,,xn (K) e B € Mat,x., (K), si verifica che:

tr(AB) = tr(BA)

Dimostrazione:

e Il risultato segue dalla definizione stessa di prodotto tra matrici:

tl"(AB) = Z(ab)k’k = Z Zak’jbj’k. = Z Z bj,kak,j = Z(ba)kyk = tI‘(BA)

k=1 k=1 j=1 j=1 k=1 k=1

O
Proposizione 63: Traccia invariante
Date due matrici A, B € Mat, «, (K), se A é simile a B, allora
tr(A) = tr(B)
Dimostrazione:
e Se 3C € GL(n,K) | B= C~'AC, allora

tr(B) = tr(C'AC) = tr(C7'CA) = tr(A)

[

Definizione 100: Polinomio caratteristico

Data una matrice A € Mat,,«, (K), definiamo come polinomio caratteristico di A
come:

pa(z) = det(zl, — A)

Esempio:

e Data la matrice
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il suo polinomio caratteristico corrisponde a:

i (2 0) (L 2)) can () 2 ) e

e Data la matrice

il suo polinomio caratteristico corrisponde a:

x—1 0 +1
pa(z) = det -2 z+3 0 = (x —3)(2* — 22+ 2)
-1 0 =x-1

Proposizione 64: Polinomio invariante

Date due matrici A, B € Mat, , (K), se A ¢ simile a B, allora

pa(z) = ps(z)

Dimostrazione:
e Se 3C € GL(n,K) | B= C~'AC, allora
pp(r) = det(zl, — B) = det(xl, — C"'AC) = det(zC~'C — O AC) =
= det(C'2l,C—~CTAC) = det(C~*(zI,— A)C) = det(C~ 1) det(x,—A) det(C) =
= det(C) ' det(xl, — A)det(C) = det(zl, — A) = pa(z)
0

Osservazione 67

Data una matrice A € Mat,,x,, (K), si verifica che:
pa(r) = 2" —tr(A)x™ !+ .+ (=1)"det(A)

(dimostrazione omessa)

Definizione 101: Autovalori ed Autovettori

Data A € Mat,x, (K) e uno scalare A € K, le seguenti condizioni sono equivalen-
ti:

L pa(A) =0
2. Jv#0gn € K" | Av = v

Dove A viene detto autovalore di A e v viene detto autovettore relativo a A

Capitolo 9. Matrici 195



9.6. Matrici simili

Dimostrazione:

e Supponiamo quindi che esista Jv # Oxn € K" | Av = Av:
Jv §£ Ogn € K" ‘ ()\In — A)’U =0 << ker(L(Mn_A)) # {OKn} <~

< dim(ker(Ls,—4))) >0 < rk(A, — A) =n — dim(ker(L,—))) <n
< det(M, —A) =0 < pa(A) =0

Osservazione 68

Data A € Mat,,«,, (K) e uno scalare A € K, il vettore v # Ogn € K™ & un autovettore

relativo a A se e solo se:
(A= M,)v=0

o in alternativa

0=\, — A

Dimostrazione:

e Notiamo facilmente che:

0=XM—Av <= 0= (A, — A

A0 K" | Av= v = {Av—)\v:() = (A=A,)v=0

Definizione 102: Spettro e Autospazio relativo

Data una matrice A € Mat,,x, (K), definiamo come spettro di A l'insieme dei suoi
autovalori

sp(4) = {A € K [ pa(}) = 0}

e come autospazio relativo a A € sp(A) il sottospazio di K™ generato dagli autovet-

tori relativi a A:
E\(A) ={ve K" | Av = \v}

Proposizione 65: Spettro invariante

Date due matrici A, B € Mat,,«, (K), se A ¢ simile a B, allora
sp(A) = sp(B)

Inoltre, dato A € sp(A) = sp(B) si ha che:
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Dimostrazioni:

e Se 3C € GL(n,K) | B= C~'AC, allora ps(z) = pp(z), dunque si ha che:
p € sp(A) <= pa(p) =pp(p) =0 <= p € sp(B)

e Dato A € sp(A) = sp(B), si ha che:

E\(A) = E\(B) <= Av=Xv=Buv,Yve€ E\(A) < A=2B

Esempio:

e Consideriamo la seguente matrice

1 1 3
A= 1 0 =5
-2 -1 2

e [l suo polinomio caratteristico corrisponde a:

r—1 -1 =3
pa(x) = det -1 T 5 =z(x—1)(x —2)

dunque otteniamo che sp(A) = {0, 1,2}

e Gli autovettori dell’autospazio Ey(A) corrispondono a:

x —r—y—32=0
v=| vy | €E(A) << (0-1I,— A =0 <= —z+52=0 =
z 20 +y—22=0
T =5t T 5
<~ y=—8t <= y | =t =8
z=1 z 1

e Gli autovettori dell’autospazio E;(A) corrispondono a:

—y—32=0
v=|y | €eE(A) <= 1-[,-A)v=0 <= —r+y+52=0 =
z 2r+y—2=0
=2t x 2
— y=-3t <+ y | =t =3
z=1 z 1
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e Gli autovettori dell’autospazio Ey(A) corrispondono a:

x r—y—32=0
v=|y | €EEA) <= 2-I,—A)v=0 <= ¢ —2+2y+52=0 <=
z 20 +y =20
r=t x 1
= Yy=—2t <= y | =t -2
z=1 z 1

Definizione 103: Molteplicita algebrica e geometrica

Data una matrice A € Mat,y, (K), per ogni autovalore A € sp(A) definiamo la
sua:
e Molteplicita algebrica ;()\), ossia la sua molteplicita come radice del polinomio
caratteristico p4(x), corrispondente al pit grande intero tale che:

n(N) €N, (=A™ | pa()

e Molteplicita geometrica v()\), ossia la dimensione del suo autospazio relativo,

corrispondente a:

v(A\) = dim(Ey\(A)) = n —rk(\, — A)

Per ogni A € sp(A), si verifica che:
1 <o) < )

Proposizione 66: Molteplicita invarianti

Se A, B € Mat,,x,, (K') sono matrici simili, allora VA € sp(A) = sp(B) si ha che:
pa(A) = pp(A) va(A) =vp(A)

(dimostrazione omessa)
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9.6.1 Diagonalizzazione di una matrice

Definizione 104: Matrice diagonale
Sia A € Mat,,x,, (K). Tale matrice viene detta diagonale se Vi # j si ha che a; ; = 0,

ossia se sopra e sotto la diagonale principale vi sono tutti zeri

aj; 0 .- 0

0 29

anfl,nfl 0

0 - ... 0 .

Definizione 105: Matrici triangolarizzabili e diagonalizzabili

Una matrice A € Mat,,«,, (K) viene detta triangolarizzabile se simile ad una matrice
triangolare 7" € Mat,,«, (K), mentre viene detta diagonalizzabile se simile ad una
matrice diagonale D € Mat,,x,, (K)

Proposizione 67

Data una matrice A € Mat,,«, (K), le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. A é triangolarizzabile

2. La somma di tutte le sue molteplicita algebriche é n:

Z w(A) =n =dim(K")

A€sp(A)

3. Il suo polinomio caratteristico ¢ completamente fattorizzabile:

pa@) = [[ @—rpe

Aesp(A)

(dimostrazione omessa)
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Corollario 31

Per il teorema fondamentale dell’algebra, ogni matrice A € Mat,,, (K) (C) é trian-
golarizzabile.

Analogamente, una matrice B € Mat,,«,, (R) ¢ triangolarizzabile se e solo se

VA esp(B),NeR < sp(B)CR

Esempio:
e Data la matrice

0 —1
A= ( 1 0 ) € Matoyo (R)

il suo polinomio caratteristico corisponde a:

pA(:L’):det( * 1):x2+1

-1 =z

e Siccome py(x) € Rz], deg(pa(z)) = 2 e Ap, ) < 0, tale polinomio non ¢ fattoriz-
zabile, dunque A non é triangolarizzabile

e Considerando invece la matrice A" € Matyyo (C) avente entrate coincidenti a quelle
di A, otteniamo che:

pa(z) = (x—i)(x+1i) € Clz] = sp(4') ={£i} CC
dunque A’ & triangolarizzabile

Proposizione 68

Data una matrice A € Mat, x,, (K), le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. A ¢é diagonalizzabile

2. La somma di tutte le sue molteplicita geometriche ¢ n:

Z v(A) =n = dim(K")

A€esp(A)

3. Esistono B!,..., B™ autovettori di A tali che:

B!, ..., B" base di K"

4. Il suo spettro contiene n autovalori diversi tra loro:

[sp(A)] = n
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Osservazione 69

Data una matrice A € Mat, , (K), dati A, u € sp(A) | A # u si ha che:

Ex(A) N B, (A) = {00}

Dimostrazione:

e Ovviamente, essendo sottospazi vettoriali, si ha che:

OKn € E)\(A),OKn < EH(A) — OKn € E)\(A) N EM(A)

e Supponiamo quindi che Fv # Oxn € K" | Av = Av = pv, dunque un autovettore
relativo sia A sia a u, dove A # p. Ne segue che:

MW=Av=p = w=pw = (A—p)v=_0gn

e Poiché A # un = X\ — pu # 0, si ha che:
(A—p)v =0gn <= v=0gn
contraddicendo quindi 'ipotesi iniziale, dunque 'unica possibilita é che:

Bv # Ogn | v € Ex(A),v € E,(A) < E\(A)NE,(A) = {0k}

Corollario 32

Data una matrice A € Mat,,,, (K) e dati i vettori vy # Ogn € Ey,(A), ..., 0t # Ogn €
E\.(A), dove \; # \;, Vi # j, si ha che:

v1, ...,V linearmente indipendenti

Dimostrazione:

e Poiché:
Ap€sp(A) | A#u = E\(A)NE,(A) ={0kgn}

ne segue automaticamente che:
U; 7& Ogn € E)\z(A) = U; 7é Ogn ¢ E)\](A),VJ 7&2

dunque vy, ..., v, sono linearmente indipendenti
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Proposizione 69: Matrice diagonalizzante

Data una matrice A € Mat,x, (K), se esiste una base B,..., B’ ... B/ ..., B" di
K™ tale che:

e B',... B’ ¢base di E) (A)

°:

e B/...,B" ¢ base di E\, (A)
dove A1,..., A\, € sp(A) e dove i # j allora:

iB=(B',...,B",...,B/,... B") € GL(n,K)| D= B'AB
dove D € Mat, x, (K) & una matrice diagonale e dove B viene detta matrice diago-
nalizzante.
Esempio:

1. e Consideriamo la seguente matrice

5 -8 3
A= 4 -8 4 c Matgxg (R)
5 —12 7

e [l suo polinomio caratteristico corrisponde a:

) 8 -3
pa(z) = det -4 x4+8 —4
-5 12 -7

r+8 —4 8 =3 8 -3
p— —_ 4 —_ pu
(x 5)det( 19 $_7)+ det(12 :17—7) 5d€t<x+8 _4)

= (z—5)(2* + 2 —8) +4(8x — 20) — 5(3x — 8) = 2° — 42® + 4w = 2(x — 2)?

dunque sappiamo che A ¢ triangolarizzabile e che il suo spettro & sp(A) =
{0,2}.

e Siccome affinché A sia anche diagonalizzabile & necessario che v(0) + v(2) =
3 = dim(RR?), notiamo come:

1< 0(0) < p(0) < 1<p(0)<1 < v(0) =1

di conseguenza, si ha che:

v(0)+v(2)=3 < 1+v(2)=3 < v(2)=2
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e Consideriamo quindi il sistema (2 - I,, — A)v = 0:

—3r+8y—32=0 -3 8 -3
—4r+10y —42=0 = 2-I,-A)=| -4 10 —4
—5r+ 12y — 52 =0 -5 12 -5

Si ha che:

v(2) =2=dim(Ey(A) =3 —-1k(2-I, —A) =< rk(2-1,— A) =1
e Tuttavia, considerando il minore M3 3, per il teorema degli orlati si verifica che:

det( _Z 180>:—3o+32:27é0 e k(2 — A) > 2

Dunque si ha che rk(2- I, — A) # 1, implicando quindi che A non sia diagona-
lizzabile.

e Difatti, si ha che:
1<v(2)=3-1k(2:-1,-A4)<3-2=1 <<= r(2)=1

e dunque che:
v(0)+v(2) =1+1=2# 3 =dim(R?)

2. e Consideriamo la seguente matrice

1 k
AI(2 k_1>€Mat2X2(R)
e Il suo polinomio caratteristico corrisponde a:

x—1 —k

pA(m)—det( 5 x_k_1>—(x—1)(x—k—1)—2k
=2’ —kr—k—-1=@+1)(z—k-1)

dunque si ha che sp(A) = {1,k + 1}

e Siccome py(z) ¢ completamente fattorizzabile indipendentemente dal valore
assunto da k, allora A é sempre triangolarizzabile.

e Se k = —2, si ha che:

A= (; :;) = pa(z) = (z+1)> = sp(4) = {-1}

Dunque A é diagonalizzabile se e solo se v(—1) = 2.
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Tuttavia, considerando il sistema (—1 - I, — A)v = 0, notiamo che :

—2x+4+2y=0 z=t
—2x+4+2y=0 y=t

= < N ) :t< 1 ) = v(—1)=dim(F_1(A)) =1
)
Dunque A non ¢ diagonalizzabile se k = —2

e Se invece k # —2, si ha che:

pa(z)=(z+1)(z—k—-1) = sp(4) ={-1,k+ 1}

Dunque A ¢é diagonalizzabile, poiché vi sono 2 autovalori distinti.
e Difatti, notiamo come considerando il sistema (—1- 1, — A)v = 0 si ha che :

—2z+ky=0 PN x=t PN
—2z+ky=20 k

— (x ) :t( L ) e (=) = dim(E_1(A) = 1

Y

mentre per il sistema ((k+ 1) - I, — A)v = 0 si ha che :

kx —ky =0 — r=t —
—2x+2y=0 y=t

— (“’):t( 1) e y(=1) = dim(E_1(A) = 1

Y

dunque si ha che v(—1) + v(k + 1) = 2 = dim(R?)

e Inoltre, otteniamo che i due vettori trovati sono base della matrice diagonaliz-
zante B:

B:( 1 1) :>D:31AB:>D:(’Hl O)

0 -1

STES
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9.7 Matrice di una trasformazione lineare

Definizione 106: Matrice di una trasformazione lineare
Siano V' e W due spazi vettoriali e sia f : V' — W una trasformazione lineare.

Data una base B = vy,...,v, di V, una base C = wy,...,w, di W e i seguenti due
isomorfismi (sezione 8.3):

op: K" =V i(t,... ty) — (tioy + ... + tyo,)
o K™ — W :(s1,...,8,) — (siw1 + ...+ spwpy,)

Definiamo come matrice di f nelle basi B e C l'unica matrice M; € Mat,, ., (K)

tale che:
E”Mf € Mat,,xn (K) | f = $c o LMf © gpgl

f
V — s W

Yc

K" — 3 Km
L.-'H'r

e Sia L, : K™ — K™ una trasformazione lineare tale che:

J=¢coLopp
dove per definizione stessa di L4 ¢ associata ad un’unica matrice A € Mat,,x., (K)

e Data la base canonica ey, ..., e, di K™, per ogni i € [1,n] si ha che:

ople) =0 v+ ...+ 1-v+... +0-v, =v; = ¢g'(v;) = ¢

e Inoltre, per ogni ¢ € [1,n] si ha che:

0
aijl Qg : ay;
La(e;) = Ae; = Do, 1| = : = A
Umi *** Amn Ui
0

e Infine, dato il seguente isomorfismo:

we: K™ —= W (s1,...,8,) — (5101 + ... + SuUn)
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per ogni ¢ € [1,n] si ha che:

QOC(AZ) = a1,;W + ...+ Qi Wm

e A questo punto, per ogni i € [1,n] si ha che:
fwi) = pe(Lalpp-1(v))) =

= f(vi) = ge(La(er)) <= f(vi) = pc(A") <=

f<U1> = a1,;W + ...+ Qi Wm

e Dunque, ¢ possibile ricostruire la matrice A tramite le seguenti combinazioni lineari:

11
fln) =ajw + ... + amw,, = Al =
Am1
A1n
f(vn) = a1 w1 + ... + appw,, = A" = :
Amn
0
Esempi:
1. e Consideriamo i seguenti due sottospazi vettoriali di R[z]:

V= Rlz]<s = {p(z) € R[z] | deg(p(z)) < 4}
W= Rlz]<s = {p(x) € R[z] | deg(p(z)) < 3}

dove B: 2% 23, 2%, ,1 ¢ base di V e C: 2%, 23,22, 2,1 ¢ base di W, da cui ne
segue che:

dim (V)
dim(V)

d
d

im(R°) <= VR°
im(R%) < V ~R*

>
4

e Sia f': V. — W : p(x) — p'(z) la trasformazione lineare corrispondente alla
derivata di un polinomio. La matrice di f’ nelle basi B e C corrisponde a:

f(x?) = 42® = 423 4+ 022 + 0z + 0 4000 0
f'(x3) = 32% = 023 + 322 + 0z + 0 03000
fl(z?) =2x =0+ 02 + 22 + 0 = M; =

, A 00200
f'(z) =2 =02°4 02" 4+ 0x + 1 000 10
| /(1) =0=02%+ 02> + 0z + 0
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e Consideriamo quindi i seguenti isomorfismi:

o V=R az’ + b2’ + cx® +dz + e

O QU O o

oo R = W - > az® + b +cx +d

QO o

e Dato il polinomio p(z) := 4z* + 22° +  + 5 € V, si ha che:

AS)
& |
—
—
S
—
8
~—
~—

Il
T~ O N
h
=
—~
©
|
—

—

S
—

8
~—
~—
~—

I
O O O =
oS O W O
S N O O
_— o O O
oS O O O

- gocLMf(gogl(p(x)))) = 1623 4+ 62% + 1

N
°

Consideriamo ancora gli spazi V' = R[z]<4 e W = R|x]<s.

Sia A:V — W :p(x)— p(x+1) — p(z) la trasformazione lineare corrispon-
dente all’operatore differenza (anche detta "derivata discreta")

La matrice di A nelle basi B e C corrisponde a:

((A(z*) = (x4 1)* — 2* = 42® + 622 + 42 + 1

, L 40000
Al@®)=(x+1)° —2° =32+ 3z + 1 63000
AzY)=(x+1) -2 =22 +1 = Mx = L3920 0
A@)=(z+1) -z =1 11110
| A(l)=(z4+1)°-2"=0

Siano V = W = R? e sia:
2 s [T 1 3 r\ [ v+3y
f'R%R'<y>H<2 4)(y)_<2x+4y>
Siano inoltre
1 1 1 —2
s=(1) (L) e=(5) ()

rispettivamente la base di V = R? e di W = R?

@
°
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e Consideriamo quindi la matrice My di f nelle basi B e C
a b
M, =
=)
e Le coordinate della colonna M fl corrisponderanno a:
a ! +c 2 =f ! = a ! +c 2 L-l+s-d —
1 1) 1 1 1 2-1+4-1
.y 1 L -2\ [ 4 . a—2c=4
1 1 ) \6 3a+4c=6
. 1 -2 |4 Ro—3R, 1 -2 4 5 Ra 1 -2
3 4|6 0 10 | —6 0 1
R1—2R 104 a=34
— ( s ) — { co 8
5 5

0 1
e Analogamente, le coordinate di M]% saranno:

(1) ()= () = (0 )n(F) = (i) =

4 Ri—2Rs
3 ?
5

— (D) ra P2 ) = Lo
1 1 )\ =2 3b+4=-2
— 1 -2|-2 Ro+=—3R; 1 —-2|-2 Rox=15 1 =21 -2
3 4 |-2 0 10| 4 0 1|2
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Proposizione 70: Matrice di cambiamento di base

Sia V' uno spazio vettoriale e siano B = vq,...,v, eC = wq,...,w, due basidi V.

Dato il vettore v € V tale che:

v=a1U1 + ...+ a,v, = bjw; + ...+ byw,

e dati i suoi vettori delle coordinate in base B e C:

ai by

Definiamo come matrice di cambiamento di base ’'unica matrice MCB € Mat,xm (K)
tale che:

IIME € Mat, i (K) | ME -vp = ve

Dimostrazione:

e Consideriamo 'automorfismo id : V. — V : v — v e consideriamo ’endomorfismo
Ly : K" — K™ tale che
id=pcoLyopg'

dove
@B:K”—H/:(tl,...,tn)»—)(t1v1+...+tnvn)

we: K" =V :(s1,...,8,) = (syw1 + ...+ spwy)

e Le colonne della matrice A corrisponderanno a:

ay
id = = Al =
id(vy) = a4 .. Famiw, = vy =a w1 +...F AW, = =
am,l
al,n
id(v,) = appwr1+. . . Fapa, = vy = a1 W1+ . . Fapw, = A" = :
Amn

e Dato un vettore v € V| poiché I'automorfismo id : V' — V : v +— v ha alcun effetto
primario, I'unico effetto secondario ottenuto applicando la matrice di id al vettore
contenente le coordinate di v in base B sara quello di restituire le coordinate di v in

base C
O
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Esempio:

e Consideriamo le seguenti due basi dello spazio R?

s-() (1) e () (5)

e Consideriamo la matrice del cambiamento dalla base B alla base C:

e Le coordinate della matrice del cambiamento di base corrisponderanno a:
a ) ny T\ (1 . ba+Tc=1 . a=3
6 8 ) \ 2 6a + 8c = 2 c=—2
5 7 3 50+ 7d =3 b=2
b(6>+d(8>_<4>:>{6b+8d:4 :>{ —

3 2

ME =
=5 5)

e Consideriamo quindi il seguente vettore e le sue coordinate in base B:

SY_ (V). (3)
4 ) 2 )Yy
20 + 4y = —4 y=-—3

e Le sue coordinate in base C corrisponderanno a:

(5 5)(5)-(55)-(5)

e Difatti, notiamo che:

Capitolo 9. Matrici 210



9.8. Matrici ortogonali

9.8 Matrici ortogonali

Definizione 107: Base ortogonale

Sia vy, ..., v, una base di R". Tale base viene detta ortogonale se i vettori sono tutti
ortogonali tra loro, dunque se

ViV = O,VZ #]

Definizione 108: Base ortonormale

Sia vq,...,v, una base di R". Tale base ¢ detta ortonormale se i vettori sono tutti
ortogonali tra loro e sono versori, ossia aventi norma pari ad 1, dunque se:

luil =1 sei=j
Vit ! {O seiFJ

dove 0;; viene detto delta di Kroneker.

Osservazione 70

Le basi ortonormali possono essere ottenute da dalla base canonica ey, . .., e, attraverso
rotazioni e riflessioni

Osservazione 71

Data una base ortonormale B = vy, ..., v, di R” e dato un vettore w € R", le coordinate
di v nella base B corrispondono a:

w=(w-v1) vy +...+ (w-vy)- v,

Proposizione 71: Matrice ortogonale

Data una matrice A € Mat,,x,, (R), tale matrice viene detta matrice ortogonale se
si verifica una delle seguenti seguenti condizioni equivalenti:

o A-AT=AT . A=1, & AcGL(n,R)| At =AT

e Le colonne A', ..., A" sono base ortonormale di R”

e Le righe Ay,..., A, sono base ortonormale di R"

o L, :R" — R" ¢ isometria, ossia non cambia la distanza tra i punti del piano

(dimostrazione omessa)
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Definizione 109: Gruppo ortogonale

Dato il gruppo (GL(n,R),-), definiamo O(n) < GL(n, K) come gruppo ortogonale,
dove

O(n) = {A € GL(n,R) | A~' = AT}

Dimostrazione:
o [1=1,=1I" = I,€0(n)
e ABe€On = Al = AT B! = BT — (AB)_1 = B 1Al = BTAT =
(AB)T — AB € O(n)

e AecOmn) = A'T=AT = ANH)Y'=A4A=A"NT = @AY=
(AT —= A1 e O(n)

Proposizione 72: Normalizzazione di un vettore

Dato uno spazio vettoriale V' e un vettore v € V', la normalizzazione di v corrisponde

a:
(%

w=-—
o]l

Dimostrazione:

e Poiché la norma di v, ossia ||v]|, corrisponde alla lunghezza geometrica di v, si
vede facilmente che il vettore w ottenuto corrisponde ad un vettore avente la stessa
direzione di v ma norma pari ad 1

]

Proposizione 73: Proiezione di un vettore

Dato uno spazio vettoriale V' e due vettori v,w € V, la proiezione di v su w

corrisponde a:
v-w

proj, (1) =

Dimostrazione:

e Consideriamo la normalizzazione u del vettore w:

w
U= —
]

e Sia x := proj, (v) il vettore corrispondente alla proiezione di v su w. Per definizione
stessa di proiezione su vettore, tale vettore avra la stessa direzione del vettore w e
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di conseguenza anche la stessa direzione del vettore u. Dunque, si ha che:

v = ||zl - u

e Consideriamo quindi ’angolo # interno ai vettori v e x. Per definizione stessa di

coseno, si ha che:
cos(f) = el

o]

e Poiché w ha la stessa direzione di x, ’angolo interno ai vettori v e w coincide con
I’angolo #. Come visto nella sezione 8.5, si ha che:

v-w
cos() = ————
[ o]l {Jw]]
e Dunque, si ha che:
M:cos(e):—v.w — M: v
vl [[o]l {Jw]] [oll Jwl]
e Infine, concludiamo che:
2l vew o w v-w v-w
x=lz|| -u= = =
lwll - flwll - Jjw))? w

e Di seguito, vi € un’interpretazione grafica dei passaggi effettuati:

¥
v

w  proju(v) w

Definizione 110: Matrice simmetrica

Data una matrice A € Mat,,, (K), tale matrice viene detta simmetrica se

A= AT
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Teorema 36: Teorema spettrale

Data una matrice simmetrica S € Mat,, (R), le seguenti condizioni sono equivalen-
ti:

1. sp(S) CR
2. S ¢é diagonalizzabile

3. Esiste una base ortonormale B = B!,...,B" di R" tale che B, Vi € [1,n] ¢
autovettore di S

4. 3B € O(n) | D = B'AB = BTAB dove D € Mat,, (R) ¢ una matrice
diagonale

(dimostrazione omessa)

Algoritmo 2: Ortonormalizzazione di Gram-Schimdt

Sia V' uno spazio vettoriale e sia vy,...,v, una sua base. Il seguente algoritmo re-
stituisce una base ortogonale uq,...,u, di V e una base ortonormale wy,...,w, di
V:

1. Poniamo u; := v
2. Il vettore uy corrispondera a: uy = vy — proj,, (v2)

3. Difatti, notiamo che:

. Uy - V2
Uy - up = u1(va — proj,, (va)) = uy | va — up =
Ul - Uy

Ui - V2
= vy — — [lwr ]| = wv2 — wvy =0
[ |
dunque u, risulta essere ortogonale a us
4. In generale, il vettore uy, dove k € [1,n], corrispondera a:

k—1

U = Vg — Z proj,,. (vx)

i=1

5. I vettori uq, ..., u, costituiscono una base ortogonale di V.

6. Per ottenere la base ortonormale wy, ..., w,, bastera normalizzare ogni vettore
della base ortogonale:

wy = ﬂ,‘v’k € [1,n]
[k ]|
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10.1 Algoritmo RSA

Algoritmo 3: Algoritmo di crittografia RSA
Siano:
e p,q € P|p+# q e sufficientemente grandi
® n:=pq
e \(n) :=mcm(p—1,q—1)
e ceN|1l<e<A(n)AMCD(e,\(n)) =1
d = e—1(mod A(n))

Dato un messaggio da cifrare m tale che MCD(m,n) = 1, il messaggio cifrato ¢
ottenuto tramite la chiave pubblica (e,n) corrisponde a:

m® = c(mod n)

Una volta ottenuto il messaggio cifrato, applicando la chiave privata (d,n) ¢ possibile
riottenere il messaggio m:
¢ = m(mod n)

Poiché le due chiavi sono I’'una I’inversa dell’altra, distribuendo la propria chiave
pubblica (e,n) & possibile permettere ad un interlocutore di poterci inviare messaggi
cifrati, per poi decifrarli tramite la propria chiave privata (d,n), la quale dovra esse-
re mantenuta nascosta al fine di non concedere ad altre persone di poter leggere il
contenuto del messaggio m.
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Dimostrazione:

e Poiché A(n) := mcm(p, q), si ha che:

{ (p—1)|An) = Ik E€Z|An)=(p— 1)k
(@=1)[An) = 3heZ[An)=(¢-1)h

e Per il piccolo teorema di Fermat si ha che:
m? = m(mod p) < m’ ' = 1(mod p) =

— mP Y% = 1(mod p) <= m*™ = m(mod p)

e analogamente:
m? = m(mod ¢q) <= m? ' =1(mod ¢q) =
— m V" = 1(mod ¢) <= m*™ = 1(mod q)
e Poiché MCD(p, q) = 1, per il teorema cinese dei resti si ha che:

m ™ = 1(mod p)m*™ = 1(mod ¢) <= m™" = 1(mod n)

e Inoltre, si ha che:
MCD(e, A(n)) =1 <= [e] € Z}(,) <= J[d]| = [e] ' € Ly <=
<= ed=1(mod A(n)) <= ed=1+0bA\(n),FbcZ
e Dunque, concludiamo che:

)4 = med = mHAMI = (MY = m(1) = m(mod n)

(m

Osservazione 72

La condizione MCD(m, n) = 1 ¢ necessaria affinché non vi sia una perdita del mes-
saggio durante il processo di cifratura e de-cifratura. Difatti, tramite tale condizione
si ha che:

n{m < Pk €Z|m=nk < m % 0(mod n)
MCD(m,n) =1 = { pfm <= Bh€Z|m=ph <= m # O(mod p)
gtm <= P ecZ|m=qb < m# 0(mod q)

Senza tale condizione, quindi, potrebbe verificarsi che n | mV p | m V ¢ | m, portando
ad una perdita del messaggio.
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Osservazione 73

I due primi p, ¢ € P devono essere sufficientemente grandi poiché altrimenti sarebbe
possibile ricavare gli interi componenti dell’algoritmo tramite essi, ottenendo quindi

anche la chiave privata (d,n).

Difatti, poiché l'intero n := pq ¢ contenuto nella chiave pubblica (e,n), se p o ¢ fos-
sero due numeri piccoli si potrebbe ricavare 1'uno dall’altro procedendo per brutefor-

ce:

1. Preso k € P, se k[nallorak=peqg=7

2. Se invece k 1 n, allora verra ripetuto il passo precedente con il numero primo

successivo

3. Una volta trovati p e ¢, bastera calcolare [d] := [e] *(mod A(n)) per poter ottenere

la chiave privata (d,n)

10.2 Interpolazione di Lagrange e Algoritmo SSS

Definizione 111: Matrice di Vandermonde

Dati zo, ..., z, € K, definiamo la seguente matrice V' € Mat,,,, (K) come matrice di
Vandermonde a coefficienti z, ..., x,:
0 1 2 n
Lo Lo Lo Lo
¥] @ af xy
V('I())'Tlv"'axn): . . .
0 1 2 n
Proposizione 74
Dati xg,...,z, € K, si ha che:
0 n _
det(V(2®,...,a") = [ (zj—)
0<i<j<n
Dimostrazione:
e Consideriamo il determinante di V' (zo, ..., z,):
L xp 1 zg = xl
0 1 n 2 n
r] X7 X T 1 z; =z x
1 T 2 1 IR 1
det(V(zg, x1,...,x,)) = det o ) = det , )
0 2l oz " 1z, 22 "
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e Poiché sottrarre un multiplo di una riga non ha effetti sul determinante, sottraendo

la prima riga a tutte le altre si ha che:

1 zg = Vi 1 To x3
2 n 2 .2
Iz zy o Ri—Ry Vi>1 0 zy—my 27— 23
det . ———— det
2 n 2 2
1z xp -+ ) 0 zp—x0 7z, —

e Eseguendo lo sviluppo di Laplace sulla prima colonna, si ha che:

1 0 x2 'l

0 0 2 .2
0 v1—w9 o7—x5 - 27— 23 ‘
det | . ) ) ) ] = 1-det
' ' ' Ty, — 1 T2 — 2}

2 2 n n
0 x, —x0 x; — 2§ T, — T

e Notiamo che Vi, k € [1,n] si ha che:

af — ok = (1 — o) (@ 2P w0+ b 2k

n n

n n
Ty — Lo

n n
n n
Ty, — Ly

da cui ne segue che:

T —x0 T3 — T

det

Ty —To T

Zo ZE%

r1—xo (21— 20)(21 + T0)

= det

Ty — Ty (T, — xg)(Tp + T0)

n n
Ty — Xy

2 n n
.1'0 o« .. xn_l'o

Lo

(z1 — xo) (@7 + 2 220+ ..+ Tz P 2l

(T — 20) (2" P+ 2" 2w + .. a2l

e Per multilinearita del determinante, si ha che:

1 — g (.771 — %0)(1’1 + .130)
det :
xn— o (Tn — xo)(zn + T0)
1 T+ Xo
(x1—x0): ... (Tp—x0)-det
1 z,+ 2o
n 1 oz + 2
= | |(z; — o) - det
j=1 1 x,+ 20

(1 — 20) (2} + 2 2w+ .+ P2l

(2 — 20) (2" P+ 2" 220+ .. F 22l 2+ 2l

x’f‘l + 3:711_23:0 + ...+ xlxg_Q + a:g_l

_ _ ) 1
e T L

n—1 n—2 n—2 n—1
Ty Fr] Txo+ ...+ xixy T+ 1

n—1 n—2 n—2 n—1
T, X, TTot ...+ Tpry T+ X
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e Sottraendo ad ogni colonna tutte le colonne precedenti moltiplicate per by, si ha che:

. 1 x1+mp - x?_l + x’f_Q:pO + ...+ x1m8_2 + mg_l i1 o i
H(I‘j—l’o)'det =
=1 1 ap+ao - 2™ a2 g4+l !
" 1 T, - l‘?_l n
H(xj —m)-det | o = H(x] —x9) - det(V(zq,...,2,))
j=1 1 Ty e :EZ*l j=1

=@ —20) - [[(xn — 21) - det(Vi(za, ... ,20)) = ... = ] (25— )

j=1 h=2 0<i<j<n
]
Lemma 21
Dati xg,...,z, € K, si ha che:
det(V(zo,...,xn)) #0 <= x; # x;,Vi # j
Dimostrazione:
e Poiché
det(V(zo,...,z,)) = H (z; — xp)
0<h<j<n
si vede facilmente che:
dk,he0,n]|zp =2, = zp—ax,=0 = det(V(xg,...,2,)) =0
da cui per contronominale otteniamo che:
det(V(zo,...,2,)) #0 = Pk,h € [0,n] | 2 = 21, => a1, # 7, Yk, h € [0, 7]
e Viceversa, supponiamo per assurdo che z; # x;,Vi # j e che det(V (xo, ..., z,)) = 0.

Ne segue che:

det(V(zo,.... 7)) =0 <= [ (&5 —2)=0

0<i<j<n
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e Per la legge di annullamento del prodotto, ne segue che:

H (xj —2;) =0 = (r1—20) =0 V...V (2, —2p1) =0 =
0<i<j<n

Ty =29 V...V Zp =Tp_1

contraddicendo quindi I'ipotesi per cui zj # x;, Vi # j. Dunque, 'unica possibilita
¢ che det(V (zo,...,z,)) #0

]

Proposizione 75
Siano x,...,z, € K | x; # x;,Vi # j. Dati yo,...,y, € K, si ha che:
p(zo) = Yo
Alp(z) € K[z|<y |
p(xn) = Un

Dimostrazione:
e Posto p(z) :==ap + a1z + ... + a,2"™ € K[z]|<y,, si ha che:

p(zo) = Yo ap + a1xo + . .. + a,xf = Yo

e Considerando ay,...,a, come le incognite del sistema, la matrice dei coefficienti
associata a risulta essere una matrice di Vandermonde nella forma V(xy,...,z,).
Di conseguenza, si ha che:

x; # 1, Vi #j <= det(V(xog,...,2,)) #0 <= 3! soluzione
e Dunque, esiste puo esistere un’unico polinomio p(z) € K<, | p(zo) = vo, - .-, p(x,) =

Yn
[

Corollario 33
Dati o, ...,x, € K | x; # x;,Vi # j, si ha che:

1 set=y

Api(z) € Kz|<, | pi(x;) = 055 = { 0 seij

dove ¢; ; ¢ il delta di Kroneker e dove py, ..., p, formano una base di K[z]<, detta
base di Lagrange
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Dimostrazione:
e Dato i € [0,n], si ha che:
( Pz‘(ffl) =0

pay={ o T10 e @) In@vi i€ ] = { pin) =1

e Per la proposizione precedente, I'unica possibilita ¢ che po(z),...,p.(z) € K[z|<p
siano unici, poiché:
Jlg(z) € Klz]<n | q(z1) =0,...,q(z:) = 1,...,q(x,) = 0
]

e Di conseguenza, ne segue automaticamente che tali polinomi siano linearmente in-
dipendenti tra loro, poiché nessuno di loro puo essere espresso come combinazione
lineare degli altri.

e Inoltre, poiché dim(K[z]<,) = n + 1, sappiamo che n + 1 vettori possono essere
linearmente indipendenti se e solo se sono anche generatori, di conseguenza py, . . ., pn
sono una base di K[z]<,

]

Teorema 37: Interpolazione di Lagrange

Dati i seguenti nodi dell’interpolazione (xg,y), ..., (Tn, Yn), dove x; # z;,Vi # j, e
dati i seguenti polinomi py,...,p; € K|[x]<, tali che:

Tr—T;
_ j

pi(z) = | |
L — Xy
0<j<nl|j#i

L’unico polinomio p(x) € K|[z]|<, passante per ogni nodo corrisponde a:

p(x) = yopo() + - .. + Ynpn()

Dimostrazione:

e Consideriamo la base di Lagrange py, ..., p, € K[z]<, dello spazio K|x]<, vista nel
corollario precedente:

1 set=3

pi(z) € Kz|<, | pi;) = 055 = { 0 sei#j

e Per ogni polinomio della base si ha che:

pi(xj) =0,Yj 7é (S [O,TL] — (x_J:J') ‘pl(J?),\V/] 3& (S [O,TL] =
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= (z—x1) ... (r—zi) (@ —xip1) ..o (T — ) | pi(x) =

— pix)=clr—x1) ...- (r—ziq)(x—2ip1) ... - (x —2p),Jc; € K

e Poiché p;(z;) = 1,Vi € [0,n], Punica possibilita & che ¢; = 1,Vi € [0,n]. Inoltre,
poiché p;(x;) = 1, ne segue che:

pilz)=(@—2) ...- (=) —i+1)- ...  (x —z,) =
pi(m):(x—xl)~...-(m—xi_1)§x—i+1)-...-(x—xn)
(o :($—931)-...-(x—xi_l)(x—i%—l)-...-(x—xn)
pie) pi(xi)
() = (x—z1) .. (x—xi ) (@ —241) .- (= xp) _
pl( ) (Iz — 1’1) Ca (ZEz — xi—1)<xz’ — xi+1> C (ZL’Z — .Tn>

pi(z) = H ;E__Z]

0<j<nljzi Y

e Sia quindi p(z) € K|z]<, definito come:

p(x) = yopo(z) + ... + Yynpn(n)

e Dunque, Vk € [0, n] si ha che:
p(l‘k) = ygpo(l‘k) + ...+ ykpk(xk) + ...+ ynpn(xk) ESA
p(0) = Yo
plae) =yo 0+ ... 4y 1+ +yn 0=y =
e Per la proposizione precedente, concludiamo che p(z) sia I'unico polinomio in K[z|<,

tale che p(xo) = yo, ..., p(Tn) = Yn
O

Osservazione 74

Dati n + 1 punti del piano cartesiano (xq, yo), - - -, (Tn, Yn), & possibile utilizzare 'inter-
polazione di Lagrange per trovare I'unico polinomio di grado n, dunque p(z) € K[z]<,,
passante per ognuno di tali punti
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Algoritmo 4: Algoritmo SSS

Il seguente algoritmo permette di suddividere in n + 1 partizioni un segreto s € K,
per poi ricostruire il quest’ultimo tramite le partizioni stesse:

1. Scelti casualmente i coefficienti ay, ..., a, € K, definiamo p(x) € K[z]<, come:

p(z) =s+ax+...+a,x,

2. Scelti n+ 1 valori z, ..., x, | ; # x;,Vi # j, costruiamo i nodi dell’ interpola-
zione di Lagrange come (xq, p(zo),. .., (Tn, p(Ty))

3. Distribuiamo ogni nodo ad eventuali interlocutori

4. Una volta riottenuti gli n+1 nodi, tramite 'interpolazione di Lagrange € possibile
ricostruire p(x)

5. Infine, poiché s ¢ il termine noto di p(z), & possibile riottenere il segreto tramite
p(0) =
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